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I. 



Das Petersburger Problem. 

Von 

Emanuel Czuber. 



Unter den Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung nehmen 
insbesondere diejenigen weiteres Interesse in Anspruch, welche sich 
mit von Ungewissen Ereignissen abhängigen Geldsummen beschäftigen, 
als da sind Wetten, Glücksspiele u.dgl.; manche dieser Anwendungen, 
wie die Yersicherungs- und Rentenrechnungen, sind von hervorragen- 
der praktischer Bedeutung. Einige wenige einfache Grundsätze bilden 
die theoretische Basis dieser Anwendungen. Wenn sich nun ein Fall 
ergibt, wo die auf dieser Grundlage erzielten Rechnungsresultate mit 
anderen Erkenntnissen im Widerspruche erscheinen, so wird man es 
erklärlich finden, wenn die Grundlage geprüft und Anstrengungen 
gemacht werden, den Widerspruch zu lösen. 

Auf einen solchen Fall führte das Petersburger Problem, und 
die eigentümlichen Schwierigkeiten, welche sich seiner Lösung ent- 
gegenstellten, haben die Mathematiker immer von Neuem angeregt, 
ihre Ansichten über das Problem zu äussern und Vorschläge zur Be- 
seitigung des Widerspruches zu machen. Trotzdem ist die Frage bis 
zum gegenwärtigen Augenblick offen geblieben, wenn auch eine Lösung 
allen übrigen den Rang abgelaufen hat. 

Dem Versuche einer Lösung des Petersburger Problems aus dem 
Begriffe der Wahrscheinlichkeit und der mathematischen Erwartung, 
welchem die nachstehenden Blätter gewidmet sind, geht eine kritische 

TeU Lxvn. 1 
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ZosammenstelluDg der wichtigsten Arbeiten über den Gegenstand voran. 
Die Abhandlung wird femer Gelegenheit bieten, Betrachtangen über 
die moralische Erwartung anzustellen, ein Begriff, welcher dem in 
Bede stehenden Problem seine Entstehung verdankt. 

1. Das Petersburger Problem ist eine von den Au^ben, welche 
Nicolaus Bernoulli in einem Briefe vom 9. September 1713 dem 
französischen Mathematiker Montmort vorlegte und welche dieser 
in der zweiten Auflage seines „Essai d'analyse sur le-s jeux de ha- 
zard" (Paris 1713) ♦) veröffentlichte. Doch hat die Aufgabe ihre ur- 
sprüngliche Form nicht behalten und ist in die späteren Schriften 
im Wesentlichen in der Fassung aufgenommen worden, welche ihr 
Daniel Bernoulli in den Acten der Petersburger Akademie^) 
gegeben; daher rührt auch der Name des Problems. Es lautet an 
der erwähnten Stelle folgendermassen ♦♦♦). „Peter wirft eine Münze 
in die Höhe so lange, bis bei dem Fallen das Bild auf derselben ein- 
mal oben zu stehen kommt Wenn dieses bei dem ersten Wurf ge- 
schieht, so muss er Paul einen Ducaten geben; geschieht es bei dem 
zweiten, so gibt er ihm zwei Ducaten; bei dem dritten vier; bei dem 
vierten acht; und so bei jedem Wurfe immer doppelt so viel Du- 
caten. Nun wird gefragt, wie hoch Pauls Hoffnung zu schätzen sei?^^ 

Die Anwendung der Grundsätze über die mathematische Erwar- 
tung auf diese Aufgabe bietet keine Schwierigkeit Paul hat näm- 
lich die Gewinnste von 

li 2, 4, 8, . . . 
Ducaten mit den bezüglichen Wahrscheinlichkeiten 

¥i Ti 8» tVi • • • 

ZU erwarten; seine mathematische Hoffnung oder die Summe, welche 
er an Peter vor dem Spiele auszuzahlen hätte, damit dasselbe mathe- 
matisch geordnet sei, ist durch die Summe 



*) OeUiDger (Crelle's Journal, Bd. 86, pag. 300) führt diese Auflage mit 
der Jahreszahl 1704 an, was mit dem Datum des Briefes im Widerspruche 
steht. 

**) Specimen theoriae novae de mensnra sords. Comment. acad. Fetrop. 
T. V. 

*♦♦) Dieser Wortlaut ist dem „Hamburgischen Magaiin« I. Bd., 1747, 
5. Stück, pag. 73 ff. entnommen, woselbst sich ein Auszug aus der oben an- 
geDihrten Abhandlung D. Bernoullis in wörtlicher Ueberseteung Torfindet. 
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dargestellt, welche, weil a priori alle Combinationen zwischen Schrift 
und Bild gleich zulässig sind, ans unzählig vielen Summanden besteht 
und demgemäss auch einen unendlich grossen Wert repräsentirt. 
Der Widerspruch liegt nun darin, dass die Rechnung 
von Paul einen unendlich hohen Einsatz fordert, wäh- 
rend er den Eingebungen seiner Vernunft folgend nur 
zu einer sehr massigen Summe sich entschliessen 
könnte. 

Die Versuche, das Paradoxon zu lösen, können füglich in zwei 
Gruppen geschieden werden; die einen suchen die Ursache des Wider- 
spruches in den theoretischen Grundlagen der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und wollen ihn von da aus beseitigen ; 
die andern streben das gleiche Ziel durch Heranziehung von Um- 
ständen an, welche ausserhalb des Problems gelegen 
sind. Wir ziehen es vor, die einzelnen Arbeiten nach diesem Prin- 
cipe zu ordnen, statt sie in ihrer historischen Reihenfolge anzu- 
führen. 

2. Zu denjenigen, welche die Ursache des Widerspruches in der 
Mangelhaftigkeit der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
gesucht haben, gehört vor allen d'Alembert*). Er wendet sich 
an die Prüfung der grundlegenden Annahme der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, dass alle Combinationen desselben zusammengesetzten 
Erfolges gleich wahrscheinlich sind , dass also beispielsweise bei hun- 
dertmaligem Aufwerfen einer Münze hundertmal Schrift mit derselben 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist als irgend eine andere bestimmte 
Combination, in welcher Schrift und Bild beliebig abwechseln. Er 
gibt zu, dass in mathematischem Sinne beide Combinationen gleich 
wahrscheinlich sind, leugnet aber, dass es im physikalischen Sinne 
auch der Fall sei ; daher seine Unterscheidung zwischen „mathematisch 
möglich'^ und „physikalisch möglich'\ 

Auf das Petersburger Problem übergehend, bekämpft d'Alem- 
bert zunächst die Annahme, welche bei der Lösung gemacht wird, 
dass sich Schrift in einer unendlichen Anzahl von Malen zutragen 
könne, oder, anders gesprochen, dass Bild niemals zu fallen brauche. 
Er bezeichnet dies als „physikalisch unmöglich^^ aus dem Grunde, 
weil uns die Erfahrung lehrt, dass es nicht in der Natur gelegen sei, 
denselben Erfolg beständig wiederkehren zu lassen, sowie es ihren 



*) Doates et questions sur le calcnl des probabilit^. (M^langes de litt^- 
ratore, d*hi8toire et de pbilosophie. T. V, 1773). — Schon früher schrieb 
d'Alembeit in seinen „Opascnlcs matb^matiques*' (T. II, M€m. X, pag. 1 seq.. 
1761—1780) Ober denselben Gegenstand. 
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Grundsätzen nicht entspricht, dass alle Menschen und alle Bäume 
einander ähnlich sehen. „Physikalisch gesprochen'^ kann also Schrift 
nur in einer beschränkten Anzahl von Malen eintreffen; auf die Er- 
mittelung dieser Anzahl geht d'Alembert weiter nicht ein. 

Doch mit dieser Betrachtung ist der Widerspruch nicht völlig 
behoben, es ist erst der unendlich grosse Wert des Einsatzes oder 
der Hoffnung Pauls ausgeschlossen. Um zu zeigen, dass diese nur 
einen sehr beschränkten Wert besitzt, versucht d'Alembert in 
seinen weiteren Betrachtungen nachzuweisen, dass auch solche Com- 
binationen, in denen dasselbe Ereigniss sich eiuigermassen oftmals 
nach einander wiederholt, zu den „physikalisch unmöglichen^^ ge- 
hören, auf welche daher ein vernünftiger Mensch nichts wagen wird. 
So, führt er an, sei es allerdings „mathematisch mögliches ^^^ ^^ 
gleichzeitig Gehörne ein durchschnittliches Alter von 60 Jahren er- 
reichen, „physikalisch'^ sei dies aber unmöglich, indem die Erfahrung 
gelehrt hat, dass die durchschnittliche Lebensdauer des Menschen 
27 Jahre beträgt Er weist ferner darauf hin, dass erfahrungsgemäss 
jeder Unternehmer des Pharaospiels durch dieses Gewerbe sich be- 
reichert hat; dies liege darin, weil ihm mehr Fälle günstig als ab- 
träglich sind und diesem Verhältnisse entsprechend nach einiger Zeit 
die günstigen Fälle wirklich häufiger eingetreten sind als die un- 
günstigen. Diese Betrachtungen führen ihn zu dem Schlüsse, man 
müsse alle Combinationen, in welchen dasselbe Ereigniss oft auf ein- 
ander folgt, als „physikalisch unmöglich'' ausscheiden, und zu dem 
weiteren Schlüsse, dass unter den noch übrig bleibenden Combina- 
tionen diejenigen, in welchen dasselbe Ereigniss öfter auf einander 
folgt, minder wahrscheinlich sind als andere von sonst gleicher Zu- 
sammensetzung; denn je öfter nach einander ein Ereigniss sich zu- 
getragen, desto kleiner, meint d'Alembert, wird die Wahrschein- 
lichkeit, dass es das nächste mal wieder eintrifft Das Gesetz, nach 
welchem diese Verminderung der Wahrscheinlichkeit vor sich geht, 
sucht d'Alembert nicht, glaubt auch, dass die Auffindung desselben 
niemals gelingen werde. 

Er kommt weiter auf die regelmässigen Ereignisse zu sprechen, 
in welchen sich ein gewisser Plan, ein Gesetz zu erkennen gibt und 
die Laplace als aussergewöhnliche Ereignisse bezeichnet*). Diese 
erklärt er für „physikalisch" minder wahrscheinlich als die mit ihnen 
mathematisch gleich möglichen Combinationen, zum mindesten sind 
sie mit weit grösserer Wahrscheinlichkeit das Werk eines denkenden 
Wesens oder einer regelmässigen Ursache als die unregelmässigen 



*) Theorie aDalytique des probabilit^s, III. ed. (Introdnction, pag. X.). 
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«Bd unsymmetrischen CombinatioDen. So wird, meint d'Alembert, 
ein vernünftiger Mensch die Buchstabencombinationen 

con9tantinopolitanen8ihu8 
aabeeiiilnnnnnooopasstttu^ 

welche ans genau denselben Buchstaben zusammengesetzt sind wie 

die Combination 

nbsaeptolnoiauostnisnictu^ 

wenn er alle drei auf einer Setzertafel erblickt, mit dieser letzteren 
nicht fQr physikalisch gleich wahrscheinlich halten, obwohl alle drei, 
mathematisch gesprochen, dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen, und 
zwar deshalb, weil die erste einen uns geläufigen Sinn hat und in 
der zweiten eine Ordnung sich äussert. Wer diese drei Gombinationcn 
ansieht, wird alles in der Welt darauf wetten, dass die zwei ersten 
nicht ein Werk des Zufalls sind. 

Zur Bekräftigung dieser Anschauung beruft sich d'Alembert 
auf Daniel Bernoulli, welcher aus der überaus kleinen Wahr- 
scheinlichkeit, die er dafür findet, dass die Planeten (Saturn, Jupiter, 
Mars, Venus und Mercur) innerhalb einer so schmalen Zone — von 
nnr ^ der ganzen Sphäre — um die Ekliptik angeordnet sind, 
schliesst, diese wirklich vorhandene Anordnung könne nicht ein Werk 
des Zufalls sein, müsste vielmehr einer besonderen Ursache ent- 
sprungen sein, die er dann zu erforschen sucht 

Dass der von d'Alembert gemachte Unterschied zwischen 
mathematischer und physikalischer Möglichkeit, zwischen mathemati- 
scher und physikalischer Wahrscheinlichkeit keine wissenschaftliche 
Berechtigung hat, braucht nicht besonders dargelegt zu werden; be- 
stünde ein solcher, dann würde das ganze Gebäude der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung zerfallen. d'Alembcrts Zweifel und Reflexionen 
sind sämmtlich dem Umstände entsprungen, dass man gewohnt ist, 
der geringen Zahl regelmässiger Combinationen die ungleich grössere 
Zahl der unregelmässigen entgegengehalten, statt die Combinationen 
als einzelne Individuen zu erfassen; dass man daher dem Eintreffen 
einer regelmässigen Combination weit geringere Hoffnung entgegen- 
bringt als dem einer bestimmten unregelmässigen Combination, weil 
man die Begriffe Combinationsgruppe und einzelne Combination ver- 
wechselt; dass man endlich, wenn ein Erfolg vorliegt, der ein Ge- 
setz, einen Plan, eine gewisse Regelmässigkeit aufweist, aus dem- 
selben Grunde zu der Annahme gedrängt wird, dieser Erfolg könne 
nicht dem Zufalle, sondern müsse einer Absicht entsprungen sein. 
Dies alles aber hat seinen Grund in unserem stark ausgeprägten 
Sinn für Regelmässigkeit, Gesetzmässigkeit, Symmetrie. 
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Bass man, wenn ein regelmässiges Ereigniss vorliegt, ttber dessen 
Entstehungsweise nichts bekannt ist, unter den beiden Annahmen, es 
sei dem Zufalle entsprungen oder durch die Wirkung einer regel- 
mässigen Ursache zu Stande gekommen, der letzteren eine weit 
grössere Wahrscheinlichkeit beimisst und nach der Ursache forscht» 
hat seine volle Berechtigung. Bass man bei einem unregelmässigen 
Ereigniss nicht dasselbe tut, liegt darin, weil man nicht seine Indivi- 
dualität, sondern nur seine Unregelmässigkeit in's Auge fasst Hätte 
z. ß., um an das Beispiel d'Alemberts anzuknüpfen, Jemand die 
die dritte, regellose Buchstabencombination vorher bezeichnet, so 
wQrde er, wenn er sie dann auf der Tafel erblickt, ebenso erstaunt 
und ebenso zu der Annahme geneigt sein, hier könne nicht der Zu- 
fall gewirkt haben, als wenn ihm eine der beiden ersten Zusammen- 
stellungen entgegengetreten wäre. 

3. B^guelin's Abhandlung*) steht mit der vorgenannten in 
engem Zusammenhange, sie ist durch dieselbe hervorgerufen worden. 
Boch geht B^guelin insofern weiter, als er manche der von 
d'Alembert offen gelassenen Fragen weiter verfolgt und Vorschläge 
macht, um die an den Grundsätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
bezeichneten Mängel zu beseitigen; dabei lässt er sich mitunter zu 
Inconse^uenzen verleiten. 

In der Einleitung erklärt B6guelin einige Grundbegriffe der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung vom Standpunkte der Metaphysik und 
grenzt die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ab. Bann ge- 
langt er zu der Frage, ob regelmässige und symmetrische Ereignisse 
die man dem Zufall zuschreibt, unter übrigens gleichen Umständen 
ebenso wahrscheinlich sind wie Ereignisse, die weder Ordnung noch 
Regelmässigkeit aufweisen, und woher es in dem Falle, als sie gleiche 
Wahrscheinlichkeit hätten, kommt, dass uns ihre Regelmässigkeit so 
ti'appirt und dass sie uns so seltsam erscheinen. — B^guelin er- 
kennt die gleiche Wahrscheinlichkeit derartiger Combinationen an 
und sucht dann an einem Spiele mit sechs Würfeln die Gründe dar- 
zulegen, warum uns regelmässige Combinationen so seltsam und daher 
weniger wahrscheinlich vorkommen als die unregelmässigen. Bie Be- 
trachtungen bieten nichts neues; es ist wieder die Entgegenstellung 
der Regelmässigkeit und Regellosigkeit statt der Erfassung der In- 
dividualität jeder einzelnen Gombination. Bie gezogenen Schlüsse 
sind nicht immer ganz richtig. B^guelin rechnet beispielsweise 



*) Sur Tusage da principe de la raison süffisante dans le calcal des pro- 
babilitds. (Histoire de racademie royale de sciences et belles-Iettres de Berlin, 
ann^e 1767, pag. 382—412). 
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ans, ein Wurf mit den 6 Würfeln, welcher eine unregelmässige Com- 
binatioB herbeiführt, sei 7775 mal wahrscheinlicher und weniger selt- 
sam als der Warf, welcher den Pasch von 6 bringt, statt zu sagen, 
welcher irgend einen Pasch herbeiführt. Hierauf stellt er folgende 
Betrachtung an. Angenommen, mau hätte seine Aufmerksamkeit 
den bestimmten Zahlen 2, 5, 3, 4, 3, 1 zugewendet, so wird der Wurf, 
der sie herbeiführt, viel weniger und zwar 720 mal weniger seltsam 
erscheinen als der Wurf, wo sechsmal 6 fällt, weil es wohl kaum 
Jemandem einfallen dürfte, genau zu untersuchen, welcher Würfel 
gerade diese und welcher jene Zahl gebracht hat Dagegen muss 
eingewendet werden, dass es , sobald man sich auf die erwähnte Un- 
tersuchung nicht einlassen will, auch keinen Sinn hat, die Ordnung 
der Zahlen festzustellen; aber abgesehen davon wäre die Zahl 720 
unrichtig, weil die bezeichneten Zahlen nur 360 verschiedene 
Anordnungen zulassen. ' 

Die zweite Frage, mit welcher Bdguelin sich befasst, ist diese: 
Bewahrt ein Ereigniss, welches bereits ein- oder mehreremal ein- 
getroffen ist, für sein künftiges Erscheinen dieselbe Wahrscheinlich- 
keit wie das entgegengesetzte Ereigniss von ursprünglich gleich grosser 
Wahrscheinlichkeit, das bisher nicht eingetroffen ist? Mit anderen 
Worten: Stehen die aufeinanderfolgenden Würfe mit einer Münze, 
oder die Ziehungen aus einer Urne, welche weisse und schwarze Ku- 
geln enthält (vorausgesetzt, dass die gezogene Kugel jedesmal zu- 
rückgelegt wird) in einem Zusammenhange, welcher die Wahrschein- 
lichkeiten der Ereignisse beeinflusst, oder ist jeder Wurf, jede Ziehung 
als ein selbstständiger Act, der weder von den vorangegangenen be- 
einflusst wird noch die folgenden beeinflussen kann, anzusehen? 

B^guelin ist der ersterwähnten Ansicht und führt zu ihrer Be- 
stätigung folgende Aufgabe vor. Eine Urne enthält zwei Blätter, ein 
weisses und ein schwarzes; eine Person zieht aus der Urne und legt 
das gezogene Blatt jedesmal zurück. War es weiss, so verliert sie 
den Einsatz; war es dagegen schwarz, so erhält sie das doppelte des 
Einsatzes. Nun richtet sich die Person das Spiel derart ein, dass 
sie vor der ersten Ziehung i Thaler setzt, und wenn sie verliert, 
setzt sie vor der zweiten 1 Thaler, und wenn sie wieder verliert, vor 

der dritten 2 Thaler u. s. w., allgemein: wenn sie bis zur n — Iten 
Ziehung jedesmal verloren hat, setzt sie vor der nten Ziehung 2"-2 
Thaler. — Indem er nun stillschweigend voraussetzt, das Spiel werde 
unter allen Umständen so weit geführt, bis der Spieler einmal ge- 
winnt, gelangt er zu dem Schlüsse, dieses nach den gewöhnlichen 
Grundsätzen richtig geordnete Spiel sei für den Banquier entschieden 
von Nachteil, weil ihm die in den vorangegangenen Ziehungen er- 
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zielten Einnahmen den in der letzten Ziehung erlittenen YerloBt 
nicht ersetzen, und dies beweise die Mangelhaftigkeit der Grundlagen. 
Denn tritt das schwarze Blatt erst im nten Zuge ein, so hat der 
Spieler eingezahlt 

Thaler, dagegen empfangen 

2.2»^2 « 2*-^ 

Thaler, also um einen halben Thaler mehr als er ausgegeben, und 
dieser halbe Thaler ist des Spielhalters Nachteil. B6guelin sagt) 
dieser Nachteil könne nur in dem — der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung fremden — Falle ausbleiben, wenn der Spieler durch bestän- 
diges Verdoppeln seiner Einsätze an den Punkt gelangt, wo ihm Eur 
Fortsetzung des Spieles Geld fehlt - Weiter unten wird von dieser 
Aufgabe nochmals die Rede sein. 

Nachdem B^guelin durch diese und ähnliche Betrachtungen 
seine Ansicht von der Abhängigkeit der Ziehungen begründet zu haben 
glaubt, schreitet er zur Darstellung des Gesetzes, nach welchem sich 
die Wahrscheinlichkeit ändert. Am natürlichsten erscheint ihm die 
Annahme, jede Gattung gleichartiger Fälle vereinige in sich die 
Rechte aller sie zusammensetzenden Individuen und die einzelnen 
Individuen seien gleich berechtigt zu erscheinen. Der Anspruch 
eines Individuums zu erscheinen bleibe so lange aufrecht, als es 
nicht zum Vorschein gekommen^ und erlösche mit seinem Eintreffen. 
Enthält also eine Urne je eine weisse und schwarze Kugel, und will 
man z Ziehungen vornehmen, die gezogene Kugel selbstverständlich 
immer wieder zurücklegend, so vereinigt vor den Ziehungen die weisse 
wie die schwarze Kugel z Ansprüche in sich zu erscheinen. Hätten 
nun die z—l ersten Ziehungen die weisse Kugel gebracht, so wären 
dieser z — 1 Ansprüche erloschen und nur 1 Anspruch für das künf- 
tige Erscheinen geblieben, während die schwarze Kugel alle z An- 
sprüche bewahrt hätte. Vor der sten Ziehung hätte man demnach s 
gegen 1 zu wetten, es werde die schwarze Kugel zum Vorschein 
kommen. 

Ist also die weisse Kugel 2—1 mal nach einander erschienen, 
so hat nach B^guelin die schwarze Kugel die Wahrscheinlichkeit 

f die weisse blos die Wahrscheinlichkeit —n'i i^ der nächsten 



Ziehung einzutreffen. 

In dem Falle, wo die gezogene Kugel nicht zurückgelegt wird, 
combinirt B^guelin die nach den üblichen Regeln gerechnete Wahr- 
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scheinlicbkeit mit der eben abgeleiteten wie folgt. Enthält eine Urne 
weisse and schwarze Kugeln, von jeder Gattung n, und sind in z 
(kleiner als n) aufeinander folgenden Ziehungen nur weisse Kugeln 
zum Yorschein gekommen, so hat man, um die vollständige Wahr- 
scheinlicbltBit des Erscheines einer weissen Kugel in der nächsten 
Ziehung m erhalten, folgendermassen zu schliessen: nach den ge- 
wöhnlichen Regehl wäre auf das Erscheinen einer weissen Kugel n—z 
gegen », nach Obigem aber 1 gegen is-j-l, im Ganzen ist also 
(n — *) X 1 gegen n X («+1) zn wetten, so dass sich als Wahr- 
scheinlichkeit des erwarteten Ereignisses der Bruch 

n — z 



2n-{-nz — z 

und für die schwarze Kugel der Bruch 

nz-^n 



2n-|-nÄ — z 

findet 

Es soll nun gezeigt werden, in welcher Weise B^guelin seine 
eben mitgeteilte Theorie zur Auflösung des Petersburger Problems 
verwertet. Wenn im Wurfe von der Ordnungszahl «, den Paul zu 
tun sich eben anschickt, Bild fällt, so erhält er 2**-^ Thaler, und da 
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses i ist, so ist Pauls Hoffnung 
J.2»*— * «= 2«~2 Dieg 9(5t2t voraus, dass in den w — 1 vorangegan- 
genen Würfen Bild nicht erschienen ist; dann aber hat man auf sein 
Eintreffen im nten Wurfe n gegen 1 zu wetten. Mit demselben 
Rechte, schliesst Beguelin, ist vor allen Ziehungen n — 1 gegen 1 
zu wetten, dass Bild vor dem nten, « — 2 gegen 1, das Bild vor dem 
» — Iten, n — 3 gegen 1, dass Bild vor dem n— 2ten Wurfe er- 
scheinen werde u. s. w. Im Ganzen ist also (n — l){n — 2) (»—3)... 
3.2.1 gegen 1 zu wetten, dass Paul den erhofften Gewinn nicht 
realisirt, seine Hoffnung in Beziehung auf den betrachteten Wurf 

beträgt also nur 

2«-2 

1.2.3...(» — 1) + 1 

Bei im Vorhinein bedungener Anzahl der Würfe hat man die Werte, 
welche dieser Ausdruck für n =« 1 bis n = der vereinbarten Zahl 
annimmt, zu summiren, um die gesammte Erwartung Pauls und somit 
seinen Einsatz zu finden. Für eine unbestimmte oder unbegrenzte 
Anzahl von Würfen ist der Einsatz durch die unendliche Reihe 

11 2 2.2 2.2.2 

2+2"'"2+l"'"2.8-f.l"^"2.3.4 + l+ "• 



XO Czuber: Das Peiershurgtr Problem, 

gegeben. Ohne auf eine nähere Betrachtang derselben einzugehen, 
beschränkt sich B^gnelin unter Hinweisung auf die rasche Ab- 
nahme der Glieder auf die 10 ersten und findet so für den Einsatz 
den Betrag von 2.454 Thalem *). 

Im weiteren Verlaufe der Abhandlung gibt B^guelin, auf ver- 
schiedene willkürliche Annahmen und unklare Betrachtungen sich 
stützend, noch andere Lösungen des Problems. Dabei lässt er, um 
der vorgefassten Meinung, der Einsatz Pauls dtlrfe drei Thaler nicht 
überschreiten, Geltung zu verschaffen, die Grundsätze der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zuweilen ausser Acht So stellt er in Art 
XXIY. zur Ermittlung des Einsatzes e, den Paul bei n Würfen zu 
leisten hätte, die Gleichung auf 

indem er sagt: Peter gewinnt entweder die Summe e — 1, wenn Bild 
auf den ersten Wurf fällt, oder den ganzen Einsatz Pauls, wenn Bild 
gar nicht fällt — die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind 

ö und rt^j; dagegen verliert Peter den Betrag 2*-*— e, wenn Bild 

im letzten Wurfe eintrifft, woAir ^ die Wahrscheinlichkeit ist; die 

auf Gewinn und Verlust bezüglichen Erwartungen müssen gleich sein. 
— Wo bleiben aber die andern möglichen Fälle? 

Das Mitgeteilte wird hinreichen, um die Unhaltbarkeit der Auf- 
stellungen B6guelin's darzutun. Indem er die Grenzen, welche 
d'Alembert in richtiger Würdigung der Schwierigkeit des Gegen- 
standes gesetzt, zu überschreiten sucht, gerät er auf Abwege. 



*) Eine obere Grenze für die Summe der Reihe ergibt sich ans 

2 ,.2,22 , 2.2.2 2.2.2.2 
^ '^^"^■l'*"l.2"^1.2.3'*"l.2.3.4'*"*' 
wobei e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet; daraus folgt n&mlich 

2 .2.2 2.2.2 e« — 3 

2'''2.3'''2.3.4+* •• "" 2 ' 
daher ist 

2 2.2 2.2.2 €«— 3 

2+l+2.3+l'''2.3.4+l'*"- -^ 2 
und schliesslich 

1,1, _2 2.2 2.2.2 ^ e»— 1 

2"r2'*'2+l'<'2.3+l + 2.3.4-fl"^--^ 2 "" "* ^^^ ' 
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Eine Kritik der besprochenen Arbeiten d'Alembert's und 
B^guelin's hat Lichtenberg*) gegeben; er tritt den Anschau- 
ungen der beiden Genannten in klarer Weise entgegen und verteidigt 
die Lösung D. Bernoullis, von welcher weiter unten die Rede sein 
wird. Seine Betrachtungen zielen dahin, die bezweifelte Gleichheit 
der verschiedenen Combinationen, die sich bei mehrmaligem Auf- 
werfen einer Mflnze ergeben können , in Beziehung auf deren Wahr- 
scheinlichkeit klar zu stellen. Er vergleicht zu diesem Ende das 20- 
malige Werfen einer Münze, wobei 1,048.576 verschiedene Combi- 
nadonen zwischen Schrift (0) und Bild (1) möglich sind, mit einer 
aus ebensoviel Zetteln bestehenden Lotterie, auf deren jedem eine 
der Gombinationen (z. B. 1001110 . . .) verzeichnet erscheint; hier 
Mt die Gleichheit der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Fälle un- 
mittelbar auf und erkennt man die Analogie beider Formen des 
Spieles an, so ist damit auch die Gleichheit der Wahrscheinlichkeiten 
aller Gombinationen beim Werfen mit der Mttnze erwiesen. 

Wir gelangen nun zu jener Kategorie von Lösungen, welche 
ausserhalb der Aufgabe liegende Umstände heranziehen. 

4. Gramer war wohl der erste, welcher seine Ansicht über das 
Problem aussprach; er tat dies 1728 in einem Briefe an Nicolaus 
Bernoulli, welchen letzterer seinem Neffen Daniel (1732) mit- 
teilte**). Gramer erblickt den Grund der Ungereimtheit darin, 
dass „(in der Betrachtung) der Mathematiker das Geld blos nach der 
Grösse schätze, (in der Ausübung) dagegen vernünftige Leute seinen 
Wert nach dem Gebrauche achten, den sie davon machen können'^ 
Er meint nämlich, dass der Gebrauchswert einer Geldsumme, nach- 
dem sie einen gewissen sehr hohen Betrag erlangt hat, nicht mehr 
mit ihrem physischen Betrage wachse; und um der Rechnung eine 
Grundlage zu geben, nimmt er an, eine Summe, welche 10 Millio- 
nen oder, „um die Rechnung zu erleichtern", 2** =- 16777216 Tha- 
ler überschreitet, sei immer nur dieser selben Summe gleich zu ach- 
ten. Dadurch findet er für Pauls Hoffnung den Ausdruck 

oder 



*) Betrachtungen Über einige Methoden, eine gewisse Schwierigkeit in der 
Berechnnng der Wahrscheinlichkeit beim Spiel zu heben. (Lichtenberg's phy- 
sikalische und matbem« Schriften, 4. Bd. 1S06. — Die Abhandlung stammt 
ans dem Jahre 1770). 

**) Specimen theoriae etc., 1. c. und „Hamburgisches Magasin^, 1. c. 
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dessen Wert 13 Thalern gleich kommt 

Daniel Bernoulli bemerkt mit Unrecht, dass man, wenn 
Gramer 8 Annahme richtig ist, die Summen, welche nach dem 25. 
Wurfe fallen könnten, gar nicht in Rechnung ziehen dürfe, weil man 
vor dem 26. Wurfe bereits 2** — 1 besitzt, was mit 2** gleich zu 
achten ist. Es ist aber möglich, dass Paul erst in seinem sp&teren 
als dem 25. Wurfe gewinnt und daher vor dem 26. Wurfe noch 
keinen Gewinn erzielt hat. Nach Bernoulli's Meinung wäre also 
der zweite Teil obigen Ausdruckes fortzulassen, sein Wert ist dann 
12} (und nicht 12, wie Bernoulli in Folge eines Irrtums in der 
Zählung der Würfe findet). 

An der Willkür in der Wahl der Summe 2'^ braucht man nicht 
Anstoss zu nehmen; Gramer hat sich für eine bestimmte Summe 
ohne Zweifel nur deshalb entschieden, um seine Idee an besonderen 
Zahlen besser zur Klarheit zu bringen. Es hätte genügt, zu sagen, 
dass Summen, welche über einen gewissen, endlichen, wenn auch 
noch so grossen Betrag hinausgehen, für den Gebrauch keinen grösseren 
Wert besitzen als eben dieser Betrag. 

Dass Gramer selbst der Summe 13 keine besondere Bedeutung 
zuschreibt, geht aus seinem Briefe hervor. Er sagt dort, es lasse 
sich für die Hoffnung Pauls auch ein kleinerer Wert finden, man 
dürfe nur den Gebrauchswert einer Geldsumme anders, z. B. nach 
der Quadratwurzel aus ihrem physischen Betrage, schätzen; dadurch 
erhält man als Gebrauchswert der Hoffnung Pauls 

i.yi+i.y2+i.y4+ ... -^^^ 

und daraus ihren physischen Wert oder den Einsatz 

V2--y2)^^'^^^ ••• 

Der zweiten Darstellung wäre in formaler Richtung insofern der 
Vorzug einzuräumen, als sie den Unterschied zwischen physischem 
Wert und Gebrauchswert bei allen Geldsummen macht und nicht erst 
bei einer willkürlich angenommenen Summe eintreten lässt In sach- 
licher Richtung kann man ihr nicht beipflichten, vor allem deshalb 
nicht, weil sie seiner unendlich grossen Summe auch einen unend- 
lich grossen Gebrauchswert beimisst; auch wird niemand zugeben, 
dass 100 Thaler in Bezug auf den Gebrauch, den man davon machen 
kann, nur lOmal mehr wert sind als 1 Thaler. Den tatsächlichen 
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Yerh&llnissen kommt die erste Darstellung näher; wenn aber Summen 
über 2** Thaler für den Gebrauch nicht mehr wert sind als 2** Tha- 
ler, dann hat es auch keinen Sinn, solche Summen voll zur Aus- 
zahlung zu bringen , es genügt, an ihrer Stelle 2'^ Thaler zu erlegen. 
Unter diesem Gesichtspunkte hat aber das Petersburger Problem 
in der ursprünglichen Form, wo die Gewinnste über jede beliebige 
Höhe hinausgehen können, seine Bedeutung verloren. 

5. Poisson*) erblickt die Ursache des Widerspruchs in der 
Ausserachtlassung des Umstandes, dass Peters Vermögen begrenzt, 
er also nicht in der Lage ist, alle Summen, die sich den Bedin- 
gungen der Aufgabe zufolge heraussteUen können, auszuzahlen. 
Bringt man die Zahl, welche Peters Vermögen ausdrückt, auf die 
Form 2ß{l'\-h)y wobei ß eine ganze Zahl und h einen echten Bruch 
bedeutet, so kann er alle Gewinnste bis 2ß inclusive den Spielbedin- 
gungen entsprechend auszahlen; sollte aber Bild später als im ^-^^ten 
Wurfe eintreffen, dann müsste er an Stelle des rechtmässigen Betrages 
sein Vermögen hergeben. Pauls Hoffnung beträgt hionach 

+ (^J^^2Hl+h) + ^^2ß(l+h)+^2ßa+k) 

~2*"2"'2»' 

ihr Wert ist endlieh und durch Peters Vermögen bedingt. 

Gegen Poissons Lösung muss der gewichtige Einwand erhoben 
werden, dass sie den Boden der Spielbedingnngen verlässt und daher 
dem gestdlten Problem nicht entspricht. Denn, ist Peter nicht im 
Stande, alle Gewinnste auszuzahlen, tob welchen in der Aufgabe die 
Bede ist, zahlt er statt dessen andere Suromen, so hat man es nicht 
mehr mit demselben Problem zo tun. 

6. Daniel Bernonlli's**) Lösung, von Laplace***) wieder 
sa^^^ionun^ hat sich die weiteste Anerkennung erworben. Sie stützt 
sich auf den Begriff des moralischen Wertes einer Geldsumme, für 
dessen Beurteflung Daniel Bernonlli die bekannte Hjpothese auf- 
gestdlt bat 



^ Reebercbcs tmr U probAbsiite des jü^^tmeau eo ouitiere crionnell« et 
miAn chrOe. 1Sa7. (Demtidi yc« Sdisaie, 1S4I, pftg. 44 E> 

*^ Tbeoric ssaJjtaqae des frx^knkKlitäs. 3 ed^ psf. 499 mk]. 




14 Czuber: Das Petersburger Problem. 

Die Lösung, wie La place sie dorchAihrt, unterscheidet sich 
von der ursprünglichen Behandlung des Problems durch Daniel Ber- 
noulli nur durch zweckroässigere Form und eingehendere Entwick- 
lung des Resultates. Sie lässt sich in Kürze so wiedergeben. Be- 
zeichnet «das Vermögen Pauls vor dem Spiele, x den Betrag, den er 
einzusetzen hat, so wird nach dem Spiele sein Vermögen einen der 

Werte 

a — «+1, a — a?+2, a — a;-|-4, a — x+8, . . . 

angenommen haben; die Wahrscheinlichkeiten dieser Werte sind be- 
ziehungsweise 

S5 41 Hl T&5 • • • 

Das moralische Vermögen Pauls, in dessen Besitz er durch diese Er- 
wartungen versetzt wird, ist ausgedrückt durch das Product 

(a— a;4-l)*(o— jc4-2)i(a — x+4)i(a-ar+8)A . . . 

Bernoulli und Laplace stellen nun die Forderung auf, dieser 
Betrag solle dem ursprünglichen Vermögen Pauls gleich sein, damit 
ihm aus der Annahme des Spieles kein Nachteil erwächst, und er- 
halten so zur Bestimmung von x die Gleichung 

a-. (a — a:-fl)*(a — «+2)»(a— a;-|-4)*(a--a; + 8)A . . . 

Laplace transformirt dieselbe behufs Ermittlung von x durch 
Division mit a — x ^ a\ wodurch sie sich verwandelt in 

die Factoren der rechten Seite convergiren jetzt bei einigermassen 

grossem a' rasch gegen die Einheit; aus gegebenem a' wird der Wert 

a 

von --t daraus der Wert von a und aus diesem endlich der ver- 
a 

langte Wert von x ermittelt Einen ähnlichen Weg schlägt Lacroix 

(Trait6 616meutaire des probabilit6s. 1816, deutsch von Unger, 1818, 

pag. 157 ff.) ein. Laplace findet mit a'==« 100 zunächst a=107.89 

und daraus a;«=7.89; Lacroix berechnet näherungsweise aus a'«100 

erst a = 104*38 und daraus a; « 4*38. 

Auf eine Besprechung dieser Lösung wird später eingegangen 
werden. 

7. Im Folgenden soll versucht werden, den Widerspruch, auf 
welchen die mathematische Lösung des Petersburger Problems führt, 
ohne Zuziehung fremder Umstände, aus dem Begriffe der Wahr- 
scheinlichkeit und der mathematischen Erwartung, zu lösen. 
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Sowie die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, erlangt anch die 
mathematische Erwartung erst In dem Gesetze der grossen Zahlen 
ihre eigentliche Bedeutung. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 
ist für den einmaligen Versuch mehr weniger bedeutungslos; es kann 
ein Ereigniss eine der Einheit noch so nahe Wahrscheinlichkeit be- 
sitzen und der einmalige Versuch doch sein Gegenteil hervorbringen : 
das ist eben das Spiel des Zufalls, über welches für den einzelnen 
Versuch keine Rechnung Aufschluss geben kann. Aehnliches gilt fttr 
eine kleine Anzahl von Versuchen; erst mit dem beständigen Fort- 
schreiten der Wiederholungen beginnt durch das unregelmässige Spiel 
des Zufalls ein Gesetz hervorzuleuchten. 

Diesen Umständen muss bei dem Begriffe der mathematischen 
Erwartung auch Rechnung getragen werden. 

Bedeutet a die Anzahl der Wiederholungen eines vom Zufall ab- 
hängigen Ereignisses, dessen Wahrscheinlichkeit p ist, in m Ver- 
suchen, so lehrt das J. Bern oulli 'sehe Theorem, dass das Verhält- 

niss - mit der Wahrscheinlichkeit 
m 



2 / 



e-y* 





zwischen den Grenzen 

enthalten ist. In dem Ausdrucke fOr F kann übrigens bei einiger- 
massen grösserem y das zweite Glied seiner Kleinheit wegen unter- 
drückt werden. 

Dieser Darstellung zufolge ist die mathematische Wahr- 
scheinlichkeit eines Ereignisses die Grenze, welcher 
das Verhäitniss aus der Anzahl der Wiederholungen 
dieses Ereignisses in einer sehr grossen Anzahl von 
Versuchen zur Anzahl der Versuche selbst mit einer 
der Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit zu- 
strebt, wenn letztere Anzahl beständig wächst 

Ist mit dem Eintreffen des Ereignisses der Gewinn einer Sunune 
$ verknüpft, so besteht mit derselben Wahrscheinlichkeit P die Un- 
gleichheit 



^_^l/?£(lpl.<^<^+,.|/!E(Lp... 
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Dun ist OS die ganze im Verlauf der Versuche gewonnene Summe, 
- der auf einen Versuch entfallende Anteil derselben: bezeichnet 
man diesen mit E, so hat man mit der Wahrscheinlichkeit P 



1/ 



^(1 — p) 



m 



<£<p»+y» 



V 



2p (1 - p) 



m 



Das Schwanken des Wertes von E ist als eine Folge der Wir- 
kungen des Zufalls anzusehen; mit beständig wachsendem m und bei 
einem der Einheit beliebig nahen Werte von P nähern sich die bei- 
den Grenzen und mit ihnen E dem festen Worte pg, 

Damach erscheint die mathematische Erwartung als 
diejenige Grenze, welcher sich der durchschnittlich 
auf einen Versuch entfallende Gewinn mit beständig 
wachsender Zahl der Versuche nähert, oder als der vom 
Einflüsse des Zufalls freie auf einen Versuch entfal- 
lende Gewinn. 

In der Herleitung ist auch der Weg angedeutet, welcher zu dem 
Grenzwerte von E führt, er besteht in der unbegrenzten Wieder- 
holung der Versuche; in aller Strenge ist dieser Grenzwert demnach 
im Allgemeinen unerreichbar, man kann sich ihm durch fortgesetzte 
Wiederholung nur nähern. 

Um von dieser Annäherung eine Vorstellung zu erhalten, wählen 
wir die Geldeinheit derart , dass das Product ps der Einheit gleich 
werde; die Ungleichheit für E schreibt sich dann in der Form 



]/^ 



»— 1) 



m 



<£<l + y 



V 



2(»-l) 



m 



Je grösser nun |>, desto kleiner wird s (wegen ps = 1), desto enger 
sind die Grenzen bei demselben Werte von m, oder desto früher er- 
geben sich für E gewisse gegebene Grenzen bei gegebener Wahr- 
scheinlichkeit P, wie dies aus der folgenden kleinen "tabelle hervor- 
geht. 





Grenzen von E 
für P - 0-9999779 (y = 3) 


p * 


m«1000 


m« 10000 


m-1000000 


A 10 

i 2 

A iJ 


1 + 0-40249 
1+013416 
1 T 0-04472 


IT 012726 
1+ 004243 
1 +001414 


1 + 001 273 
1 q- 000424 
1 + 000141 
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Haben mehrere Personen ein Anrecht auf eine Sunune * inso- 
ferne, als fQr jede die Bealisirung dieser Summe von dem Eintreffen 
eines Ungewissen Ereignisses abhängt, und einigen sie sich dahin, die 
Summe unter sich zu verteilen, bevor das Los gezogen wird, so haben 
sie es aufgegeben, den Zufall entscheiden zu lassen, folgerichtig ge- 
bührt jeder einzelnen Person der vom Einflüsse des Zufalls befreite 
Anteil an der Summe, d. h. der durch die betreffende mathematische 
Erwartung ausgedrückte Betrag. Hier ist es gleichgiltig, ob der Weg 
von der Ungleichheit 



zu der Gleichung 

lim E =^ pa 

wirklich oder nur in der Idee zurückgelegt werden kann. 

Ein anderer Fall. Will Jemand das Anrecht auf den von dem 
Eintreffen eines ungewissen Ereignisses abhängigen Gewinn einer 
Summe erwerben und die Entscheidung dem Zufall überlassen, dann 
muss der Preis dafür ebenfalls dem vom Einflüsse des Zufalls fireien 
auf einen Versuch entfallenden Gewinn, also der mathematischen Er- 
wartung gleich sein; denn die (günstige oder ungünstige) Wirkung 
des Zufalls soll sich erst nach der Entscheidung äussern. Auch dies- 
mal ist es ohne Belang, dass die strenge Eliminirung des Zufalls nur 
in der Idee durchführbar ist 

Will aber Derjenige, welcher ein Spiel unter obigen Bedingungen 
angenommen, den Einfluss des Zufalls einschränken, sa hat er zu 
bedenken, dass er sich diesem Ziele nur durch eine in sehr grosser 
Anzahl ausgeführte Wiederholung des Versuchs nähern kann. Hier 
darf nicht mehr ausser Acht gelassen werden, dass diese Annäherung 
mit der Abnahme der Wahrscheinlichkeit des Gewinnens oder dem 
Wachsen des Gewinnes immer langsamer vor sich geht Wählt man 
nämlich, wie schon früher geschehen, die mathematische Erwartung 
als Geldeinheit, so folgt aus der Gleichung 

welche erfüllt sein muss, wenn in zwei Fällen dieselben Grenzen von 
E mit derselben Wahrscheinlichkeit P eingehalten werden sollen, die 
Proportion 

oder 



T«a Lxvn. 
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wobei T), r, deo jeweiligen Beingewinu bedeutet Hit dem Rein- 
gewian wachst alao die zur Emeluog gegebener relativer Grenzen 
nötige Zahl von Versncben in geradem Verbftltnisse und wird nneud- 
lich gross, wenn der Gewinn ins Unbegrenite wächst 

Vom mathematiachen Standpunkte erscheint ein nach dem Grund- 
satze: „Die mathematischen Erwartnngeu der Teilnehmer sollen gldch 
gross sein" — geordnetes Spiel als gefahrlos fOr beide Teile, tür den 
Spieler und den Spielhatter. In Wirklichkeit aber steht bei 
beiden der Aussicht auf eine VermOgensvcrmehrnng die 
Gefahr einer YermCgensvermindernng entgegen. Jenach- 
dem nun einer Person das eine oder das andere grösser erscheint, 
hilt sie das Spiel tat Torteilhaft oder fflr nachteilig. 

Doch die Abw&gnng der Hoffnung gegen die Gefahr ist eine rein 
subjcctive Angelegenheit, eine nnanfechtbarc , filr alle Fälle giltige 
Regel Eur zitfennftssigeD Durchfabning derselben wird sich niemals 
angeben lassen. Die Umstände, welche dabei in die Wagscbale fal- 
Icn, können von mannigfachster Art sein; gewiss wird auch darauf 
Rücksicht zu nehmen sein, ob den Spiel Verhältnissen zufolge an eine 
EiDSchr&nkuog der Wirkungen des Zufalls durch Wiederholni^ des 
Spieles zu denken ist. Ferner wird die Erfahmng mitsprechen, dass 
Ereignisse, fOr welche die Rechnung eine sehr geringe Wafarschoin- 
Ucbkeit ei^ibt, ia Wirklichkeit äusserst selten Torkommen. 

Es gibt Fälle, wo kein Zweifel übrig bleibt, ob die UoffDaii|[ auf 
Gewinn oder die Gefahr des Verlustes das grossere ist, and zn den 
Fällen dieser Art gehört auch das Petersburger Problem. 
Hier ist die Gefahr, welcher sich Paol dnrcb die Annahme des Spieles 
aussetzen wurde, eine augenscheinliche. Vorausgesetzt n&mlich, dass 
Paul den von der Rechnung geforderten Einsatz nnd Peter alle Ge- 
winnstc ausiozahlen im Stande w&re, welche nach den Bedingungen 
des Spieles eintreten können , werden die Erwägungen , welche Paul 
ZOT Ablehnung veranlassen, etwa folgende sein. Dem Einsätze, wel- 
cher der Rcchnnng Eufolge unendlich gross sein soll, stehen aUer- 
dings nicht nur Gcwinnstc entgegen, welche ihn docken, sondern auch 
— '"'■?, welche ihn in einem über alle Grenzen binansreicheodenVer- 
issc übertreffen. Doch selbst deu Gewinnston der ersten Art 
it eine versch-^-indcnd kleine Wahrscheinlichkeit zn, ihre Reali- 
l ist ebenso wie das Eintreffen jener Ereignisse, von denen sie 
Igen, erfahrungsgeroäss nicht zn erwarten. Demnach ist ein 
ust zn gewärtigen, und zwar mit sehr grosser Wahrschein* 
tit ein Verlust, dem gegenüber die gewonnene Summe verschwin- 
klein zn nennen ist 
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In der eben betrachteten Form hat das Problem nur rein mathe- 
matisches Interesse, weil es sich sowohl in den Bedingangen als auch 
im Resultate ausserhalb des praktischen Bodens bewegt. Ein Spiel, 
in welchem die Gewinnste über alle Grenzen hinausgehen können, 
hat ebenso wenig Sinn wie etwa die Frage, zu welcher Höhe ein 
Capital anwächst, wenn man es für ewige Zeiten auf Zinseszins liegen 
lässt Der unendlich grosse Wert, welchen die Rechnung für den 
Einsatz liefert, ist hier in ähnlicher Weise ein Symptom dafür, dass 
die Aufgabe ungereimt ist, wie es ein negatives oder imaginäres 
Resultat bei einer geometrischen Aufgabe sein kann. Diesen Um- 
stand bringen auch die Lösungen von Gramer und Poisson zur 
Greltnng; beide verwerfen die unendlich hohen Gewinnste, der eine 
mit der Motivirung, weil man davon keinen Gebrauch machen könnte, 
der andere, weil das Geld zu ihrer Anzahlung nicht vorhanden ist. 

Um also dem Spiel praktische Bedeutung zu geben, muss die 
Zahl der Würfe im Vorhinein vereinbart werden und zwar 
innerhalb jener Grenzen, innerhalb welcher Peter wirklich im Stande 
ist, alle eventuellen Gewinnste auszuzahlen. Ist letztere Bedingung 
nicht erfüllt, so fehlt der Rechqung die Grundlage. 

Ist die Zahl der Würfe einigermassen gross, so lassen ähnliche 
Betrachtungen, wie sie oben angestellt worden, das Spiel für Paul 
nachteilig erscheinen. Setzen wir beispielsweise, man hätte sich ge- 
einigt, über 30 Würfe nicht hinauszugehen ; der grösste Gewinn, der 
dann fallen kann, beträgt 2»« = 536,870.912 Thaler, so viel muss 
Peter besitzen. Paul hätte vor dem Spiel 15 Thaler zu erlegen, 
aber selbst diese verhältnissmässig unbedeutende Summe wird er, 
wenn das Geld für ihn einen Wert hat, vernünftiger Weise nicht 
wagen. Denn um sie wieder hereinzubringen, dürfte Bild nicht vor 
dem fünften und müsste überhaupt einmal fallen, ein Ereigniss, 
dessen Eintreffen in Ansehung der geringen Wahrscheinlichkeit, 

2* — 2^ ^^^^ weniger als ^^ bei einem einmaligen Versuche ebenso 

wenig zu erwarten ist, wie etwa das Treffen eines roten Ass aus 
einem Spiel von 32 Blättern auf einen Zug. Aus der Wiederholung 
des Spiels unter gleichen Bedingungen ist eine Ausgleichung auch 
nicht zu hoffen; denn die Anzahl dieser Wiederholungen müsste 
eine ungeheure sein, um der Erwartung Raum zu geben, dass das 
Verhältniss der Wiederholungszahlen der dreissig möglichen Fälle des 
Gewinnens : Bild im ersten, erst im zweiten, . . . erst im dreissigsten 
Wurfe — sich innerhalb enger Grenzen dem Verhältnisse ihrer 
Wahrscheinlichkeiten nähern werde. Auf diesen Umstand macht 

2» 
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auch Fries*) aufmerksam. Seine Betrachtungen auf das hier er- 
örterte Beispiel angewendet lassen sich etwa in folgender Weise wie- 
dergeben. Damit jeder der angefiEihrten dreissig Fälle sich in der 
seiner Wahrscheinlichkeit entsprechenden geringsten Anzahl von 
Malen, der letzte Fall also einmal, zutragen könne, sind 2^ » 
1073,741.824 Wiederholungen des Spiels erforderlich; und solcher 
Gruppen von 2*^ Spielen müsste eine sehr grosse Anzahl ausgeführt 
werden, um auch die Wiederholung des letzten Falles, dem die ge- 
ringste Wahrscheinlichkeit zukommt, in einer dieser Wahrscheinlich- 
keit nahe proportionalen Anzahl von Malen erwarten zu dflrfen. 



V m 



Setzt man beispielsweise das halbe Intervall y 1/ zwischen 

den Grenzen von E gleich Ot)l, d. L gleich einem Procent, nimmt 
für X wie früher den Wert 3(P — 0-9999779) , so ergibt sich , weil s 
in halben Thalem ausgedrückt 2*^ ist, aus der Gleidiung 



r^ 



31/^^^— ?-ODl 



mit hinreichender Annäherung 

m— 180000-2», 

es müssten also 180000 Gruppen von je 2» Spielen ausgeführt wer- 
den, um mit der angeführten Wahrscheinlichkeit erwarten zu dürfen, 
dass der aus dem letzten der dreissig Fälle stammende Gewinn nicht 
mehr als um l^/o von dem rechtmässigen oder vom Einflüsse des 
Zufalls freien Betrage abweichen wird. 

Die weitere Ausführung dieses Beispiels hatte nur den Zweck, 
ziffermässig zu zeigen, wie sehr man fehlgehen würde, wollte man bei 
einem derartigen Spiele aus der Wiederholung eine Ausgleichung 
zwischen Einsatz und Gewinn erwarten; denn hier schon, wo die 
Anzahl der vereinbarten Würfe nur 30 beträgt, führt die Rechnung 
auf Wiederholungszahlen, die man kaum zu fassen vermag. 

Hier nehmen wir Gelegenheit, auf das in Art 3. angeführte Pro- 
blem näher einzugehen, welches B6guelin erfunden hat, um daran 
die Unzulänglichkeit der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
zu demonstriren. Dieses Problem hat ebenso wie das Petersburger 
keinen praktischen Sinn, so lange mau die Anzahl der Ziehungen 
unbestimmt lässt Gesetzt aber, man hätte vereinbart, über n 



•) Veriach einer Kritik der Principien der Wabrtcbeinlicbkeitsrecfanang, 
IS48, pag. 114 ff. 
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Ziehangen nicht hinauszugehen, so stellt sich die Rechnung folgen- 
dermassen. Peter — so möge der Spielhalter heissen — gewinnt 
nur, wenn das schwarze Blatt in den n Ziehungen gar nicht erscheint, 

wofdr die Wahrscheinlichkeit ^ ist, und zwar gewinnt er dann die 

ganze von Paul eingezahlte Summe von i+l+2+...+2""^ Tha- 
lem; dagegen verliert Peter, ob das schwarze Blatt im 1, 2, . . . 
n Zuge, wenn es also überhaupt erscheint, wofür die Wahrscheinlich- 
keit 1 — ^ ^^ ^^^ zwar verliert er in jedem dieser Fälle i Thaler. 
Die anf den Gewinn bezügliche Erwartung Peters ist demnach 

(i+l+2+ ... +2-2). Js- ^j=i^, 
die anf den Verlust bezügliche Befürchtung 

2^—1 



i{'-i) 



2H+1 



beide sind gleich gross, das Spiel ist also tatsächlich geordnet und 
bleibt es auch, wenn man n in's Unendliche wachsen lässt — Die 
Ueberlegung, welche trotz dieser Gleichheit Peter veranlassen wird, 
schon bei einigermassen grösserem n das Spiel zurückzuweisen trotz 
der Möglichkeit sehr grossen Gewinnes, gipfelt darin, dass die Wahr- 
scheinlichkeit, er werde in dieser Reihe von Ziehungen einmal an 
Paul zahlen müssen und daher i Thaler verlieren, der Einheit sehr 

nahe kommt — sie beträgt bei « = 20 schon 1— i (ug 57A » ^® 

Wahrscheinlichkeit, den wenn auch beträchtlichen Geivinn von 
i-}-l-}-2+ . . . +2»-2 « 2»-^— i Thalern zu erzielen, wird in dem- 
selben Masse sehr klein — bei w « 20 beträgt sie i q^ 57g ' ^^ 

Gewinn ist also erfahrungsgemäss nicht zu erwarten, wol aber der 
Verlust 

Die Resultate der Betrachtungen , auf welche wir im Obigen die 
Lösung des Petersburger und des mit ihm verwandten B^guelin'schen 
Problems gestützt haben, fassen wir in folgenden Sätzen zusammen. 

1. Die mathematische Erwartung ist der Grenzwert, 
welchem der im Durchschnitt auf einen Versuch entfallende 
Gewinn mit wachsender Anzahl der Versuche zustrebt, sie 
hat daher für den einmaligen Versuch nur theoretische Be- 
deutung. 
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2. In jedem geordneten Spiele steht bei jedem Teil- 
nehmer der Hoffnang auf Gewinn die Gefahr eines Ter- 
Instes entgegen ; beide kOnnen nnr durch eine in sehr grosser 
Zahl ausgeführte Wiederholnng des Spieles einander ge- 
nftbert «erden. Bei dem einzelnen Versuch nimmt mit dem 
Kleinerwerden der Wahrscheinlichkeit zu gewinnen oder 
dem Wachsen des Gewimies die Gefahr zu und die Hoff- 
nung ab; gleichzeitig Terringert sich die Möglichkeit, durch 
Wiederholung des Spiels einen Ausgleich zwischen Gewinn 
und Verlust herbeizuführen. 

3. Die Annahme eines Spieles oder einer Wette ist umso 
unvernQnftiger zu nennen, je geringer die Wahrscheinlich- 
keit, dass man den Einsatz wieder heimbringt. 

Ankofipfend an diese S&tze wenden wir uns der von Bernonlli 
zur Lösung des Petersburger Problems erfundenen Theorie von dem 
moralischen Werte der Geldsummen und der Betrachtung dieser Lö- 
sung selbst zu. 

Wie oben erörtert worden, unterscheiden sich die im üblichen 
Sinne geordneten Spiele, Wetten n. dgl., welche vom mathematischen 
Standpunkte fQr gleich erklärt werden, in dem Verhältnisse der mit 
ihnen verknttpfton Gefahr und Hoffnung. Bei der AbwSgnng dieser 
beiden gegen einander können die mannigfachsten Umstände in Be- 
tracht kommen, eine allgemein giltige Regel lässt sich aber deshalb 
nicht angehen. 

Bernonlli's Theorie gibt nun ein Verfahren an die Hand, 
diese Yergleichnng nach einer festen Regel dnrcbzn- 
fuhren, und zwar unter Zugrundelegung eines Umstandes, dem 
allerdings in vielen Fällen eine hervorragende Rolle eingeräumt 
werden mnss, nämlich das Vermögen der beteiligten Person. 

Aus dieser Auffassung ergibt sich dann, in welchem Sinne 
diese Theorie anzuwenden ist. Sie kann dazu dienen, 

q) zu entscheiden, welches von mehreren Spielen für dieselbe 
Person das relativ günstigere ist; 

r welchen von den Beteiligten ein Spiel relativ günstiger 
lie geringere Gefahr in sich birgt, vorausgesetzt, dass ausser 
lügen kein anderer Umstand massgebend ist 

line Person, deren Vermögen v ist, zwischen zwei (geord- 
ielen entscheiden, bei deren erstem dem Einsätze e und der 
iniichkeit q zu verli«reu der Gewinn g mit der Wahrschein- 
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lichkeit p(— 1— g) zu gewinnen, nnd bei deren zweitem die analogen 
Grössen e', q' und g\ p'(^ 1 — ?') einander gegenüberstehen, so wird 
sie das erste oder das zweite wählen, Jenachdem der numerische 
Wert des Ausdruckes 

(v — e)^(v-\'g)P — v 
kleiner oder grösser ist als der Wert des Ausdruckes 

diese Ausdrtlcke sind nach bekannten Entwicklungen negativ und 
stellen gleichsam den in Geldeinheiten ausgedrückten Ueberschuss der 
GeÜEÜir zu verlieren über die Hofi&iung zu gewinnen vor. 

Wenn die Person -4, deren Vermögen v ist, mit der Person B, 
deren Vermögen f' ist, zu einem geordneten Spiele sich vereinigt, 
wobei o, b die Summen sind, welche die Personen vor dem Spiele zu- 
sammenlegen, und p, 5(=» 1— p) die respectiven Wahrscheinlichkei- 
ten des Gewinnens bedeuten , so ist ^ dem B gegenüber im Vorteil 
oder Nachteil, jenachdem der numerische Wert des Ausdruckes 

kleiner oder grösser ist als der Wert des Ausdruckes 

Die Theorie von der moralischen Hoffnung ist aber noch in einem 
andern Sinne verwendet worden, nämlich zur Berechnung des 
Einsatzes. Da dies auch bei der Bemoulli - Laplace'schen 
Lösung des Petersburger Problems der Fall ist, so muss auf diese 
Art der Anwendung näher eingegangen werden. 

Zwei Personen A und B treten zu einem Spiele zusammen. Die 
Person i^, welche die Wahrscheinlichkeit q besitzt, dass sich das Spiel 
zu ihren Gunsten entscheiden werde, setzt den Betrag g ein; wecheu 
Einsatz hat die Person A zu leisten, wenn v ihr Vermögen und 
/> =» 1 — g die Wahrscheinlichkeit, dass sie das Spiel gewinnen wird ? 
— Zur Lösung dieser Aufgabe hat man den Grundsatz aufgestellt: 
Der Einsatz ist so zu bemessen, dass die moralische Hoffnung der 
Person A der Null gleich werde, mit andern Worten, dass das mo- 
ralische Vermögen, in dessen Besitz sie durch die Annahme des Spiels 
gelangt, dem ursprünglichen Vermögen gleich werde. Auf solche 
Weise erhält man zur Berechnung des Einsatzes x die Gleichung 

{v+g)P(v'^x)9--'V = (1) 
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Dieser Vorgang entbehrt jedoch der Berechtigang, weil er eine 
wesentliche Bedingung nicht erfOllt, die Vermögensamstände der beiden 
Teilnehmer am Spiele nicht gleichförmig beachtet Dieser Bedingung 
würde man gerecht werden mit dem Grundsätze: Die Einsätze sind 
so zu regeln, dass die moralischen Hoffnungen (Yermögensänderungen) 
der Spieler gleich gross ausfsdlen. 

Lässt man den Grössen p, g, v ihre firOhere Bedeutung, bezeichnet 
mit 0?, y die Einsätze der Personen ^ B und mit v' das Vermögen der 
letzteren, so ist obiger Grundsatz durch die Gleichung 

(t^+y)'(«—«)«— « — («'— y)'(t''+«)«—«'' . • . .(2) 
ausgediückt. 

Die Rechnungsweise nach Gleich. (1) kann als besonderer Fall 
der zweiten aufgefasst werden, welcher eintritt, wenn das Vermögen 
v' den übrigen Beträgen gegenüber unendlich gross angenommen wird; 
dann verschwindet die rechte Seite von Gleichung (2) und sie wird 
mit (1) gleichlautend, wenn man g f^r y schreibt 

Zur Veigleichung der beiden Rechnungsmethoden unter einander 
und mit der mathematischen Spielregel mögen einige Beispiele folgen, 
wobei der Einsatz x des Spielers A als Geldeinheit dienen soll; die 
Gleichungen (1), (2) lauten dann, wenn man 

- und - — 17, ~ — V, - =» v' 

X X " X ' « 

setzt, wie folgt: 

(v + iy)(v— 1)*— v-0 • . .(!') 

(v + ^y^Cv— 1)«— v = (v'— i?)'(v'+l)«— v' . . . .(2') 
Zunächst erhält man für v « 100, p = t^, ^'^ ^ und 

v' = 100, 500, 1000 
für ri die Werte 

^ = 8-9769, 91760, 92112; 

dagegen nach Gleichung (1') ohne Rücksicht auf das Vermögen des B 

71 = 9-4645. 

Die mathematische Spielregel würde 17 = 9 ergeben. Die Rechnung 
nach Gleich. (2') liefert also für 17 einen umso grösseren Wert, je 
grösser das Vermögen von B im Vergleich zu dem Vermögen von A ; 
die Rechnung nach Gleich. (1') führt zu dem grössten Werte von % 

Wagt A sein ganzes Vermögen auf das Spiel, so ist v = as und 
daher v » 1 ; während Gleich. (1') für diesen Fall 
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ergibt, findet man ans (2') wenn beispielsweise v' » 100 gesetzt wird, 

ri « 17-31 ; 

hier ist der unterschied ein besonders anffl&lliger. Das erste Resultat 
wird gewöhnlich dahin gedeutet, man dürfe niemals sein ganzes Ver- 
mögen auf ein Spiel wagen. 

Eine gewisse Analogie mit der mathematischen Spielregel erlangt 
die zweite Eechnmigsmethode, wenn man bei beiden Spielern gleiche 
Vermögensumstände voraussetzt Die Gleichung (2'), welche jetzt die 
Form annimmt 

liefert 

«—1 

' «+1 

l 

-^~ j = % gesetzt wird. Aus der näheren 

Betrachtung dieser Formel ergibt sich, vorausgesetzt, dass v grösser 
als 1 ist. 

So lange p ^ i, ist 17 grösser als der nach der mathematischen 
Spielregel sich ergebende Betrag, der Unterschied zwischen beiden 
fiült umso geringer aus, je grösser v ist. 

Wird j} =r ^ » g, go erhält man für ri denselben Wert, den die 
mathematische Spielregel ergibt; in diesem Falle kommt die Gleich- 
heit der moralischen Hoffnungen mit jener der mathematischen überein. 

Für p <C i wird 17 kleiner als der nach der mathematischen 
Spielr^el gefundene Betrag, und zwar umso kleiner, je kleiner i? 
wird, und nähert sich mit gegen abnehmendem p der festen Grenze 
V, während der nach der mathematischen Spielregel gerechnete Ein- 
satz von B unter denselben Umständen ins Unbegrenzte wachsen 
würde. 

Wir kehren nun zu unserem Gegenstande zurück. Die Ber- 
noulli-Laplace'sche Lösung des Petersburger Problems beruht auf 
der Anwendung der Theorie von der moralischen Bedeutung des 
Geldes zur Berechnung des Einsatzes in dem ersten hier entwickelten 
Sinne. Dies machen wir der erwähnten Lösung zum Vor- 
wurf, und zwar nicht allein, weil diese Art der Rechnung die beiden 
Spieler nicht gleichmässig behandelt, bei dem einen ein endliches, 
bei dem andern aber ein Vermögen voraussetzt, dass zur B^eichung 
aller Gewinnste ausreicht, die den Spielbedingungen zufolge eintreten 
können, kurz, ein unendliches Vennögen, sondern weil die Ber- 
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noalli'flche Theorie zur Regelmig derEiBtfttxe flberhAspt 
nicht zalässig ist 

Wer sich in ein Spiel einlässt, tnt es — wie in der Theorie an- 
genommen werden mnss — in der Absicht, sein Vermdgen zn ver- 
mehren und will durch niemand anderen entscheiden lassen als durch 
den Zufall Werden aber schon bei der Regelung der Einsätze fremde 
Umstände in Rechnung gezogen, soll der Spieler deshalb, weil er ein 
grösseres Vermögen besitzt oder mit grösserer Wahrscheinlichkeit 
den Gewinn zu erwarten hat als sein G^ner, mehr einsetzen als mit 
Ausserachtlassung der Wirkungen des Zu&lls oder nach der R^gel 
Yon der Gleichheit der mathematischen Erwartungen sich ergibt, so 
wflrde er durch Annahme eines solchen Spiels seiner Absicht ent- 
g^enarbeiten. 

Die Sätze von der moralischen Hoffiiung können, wie schon ein- 
mal hervorgehoben, nur dazu dienen, mehrere Spiele oder mit un- 
gewissen Ereignissen im Znsammenhange stehende Gelduntemehmungen 
in Bezug auf die Höhe der damit verbundenen Gefahr zu vergleichen. 
Von dieser Art sind die bekannten interessanten Beispiele, welche 
Bernoulli und Laplace behandeln, die Untersuchung nämlich, ob 
es vorteilhafter ist, eine ungewisse Summe einer einzigen Gefahr 
preiszugeben oder auf mehrere gleiche Gefahren ^eichmässig zu ver- 
teilen; ferner die Untersuchung, was vorteilhafter ist, ein Gut, das 
einer Gefahr ausgesetzt ist, zu versichern oder unversichert zu lassen. 

In ähnlichem Sinne hat Oettinger *) die Bemoulli'sche Theorie 
auf das Petersburger Problem angewendet Er schreibt dem Problem 
auch nur dann einen Sinn zu, wenn die Zahl der Würfe endlich und 
bestimmt, also im Vorhinein ausbedungen ist, und untersucht, wel- 
cher von den Personen, ob Paul oder Peter aus der Annahme des 
Spieles grössere Gefahr droht Dabei ist, wie sich durch Beobachtung 
der Gleichungen 9 und 10 der citirten Abhandlung erweist, ein Irr- 
tum unterlaufen. Bei der Berechnung des moralischen Vermögens 
bei Paul beachtet De tting er ganz richtig, dass dieser seinen Einsatz 
einbüsst, ob nun Bild im 1., 2. ... nten Wurfe oder gar nicht fällt; 
bei der analogen Rechnung für Peter geht er aber so vor, als ob 
dieser den Einsatz Pauls nur dann behalten würde, wenn Bild gar 
nicht fällt. Eine ähnliche Unklarheit in der Auffassung der Aufgabe 
findet man bei Liagre**); dieser übersieht nämlich, dass Peter den 



*) Untenachaogen über die WahrscheiDlichkeittrechnnng. Crelle's Joar- 
nal, 86. Band, pag. 300 ß, 

**) Calcnl des probabilit^ et throne des erreors. 11»« 4d\%. reme par 
C. Peoy. Braxelles, 1S79, pag. 139 seq. 
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Einsatz Pauls anch dann behält, wenn Bild gar nicht eintrifft, und 
erhält dadurch fOr diesen Einsatz einen von dem sonst berechneten 
abweichenden Wert. 

Die Anwendung der BemouUi'schen Theorie auf das Petersburger 
Problem im Sinne Oettingers wird sich folgendermassen darstellen 
lassen; wir führen sie weiter aus, weil sie ein bemerkenswertes Re- 
sultat ergibt. Ist v das Vermögen Pauls, v' das Vermögen Peters, 

n die Zahl der vereinbarten Würfe, so ist ^ der rechtmässige Ein- 
satz, den Paul zu leisten hat; durch die Annahme des Spiels erlangt 
er das moraliche Vermögen 

•'-('-i+0'(-i+#-ä+*)'- 

■■■{'-l+'-fi'-tf- 

Peter dagegen das moralische Vermögen 

■"-(■•• + ä->)'('' + ä-^)'('' + i-*)'-; 

jenacbdem der Wert von V grösser oder kleiner ist als Wert von 
V\ ist das Spiel für Peter, beziehungsweise Paul gefährlicher. Die 
Ausdrücke für V und V^ werden imaginär, wenn einerseits 

2 > t? oder n > 2r, 
andererseits 

2»-i>t,'-f^ oder 2" — n>2i?'. 

Die niedrigere dieser Grenzen von n ist massgebend ; bis dahin sind V 
und F' vergleichbar, darüber hinaus entbehrt das Spiel ohnehin der 
Grundlage, weil der einen oder andern von den beiden Personen das 
zur Einhaltung der Spielbedingungen nötige Geld fehlt Ist beispiels- 
weise » = ©'«« 100, so ist 6 die Grenze von », und man findet für 

n« 1 V^ r'« 99-995 

n =• 2 V= F'=. 99*990 

n = 3 F-» 99-975 T' — 99974 

n-.4 7=99-933 7' =99926 

n«5 F— 99-834 F'=- 99*786 

n-6 F— 99-638 F' — 99*340; 



ist t> — o' — 1000, so ist 10 die Grenze von n, nnd es ergibt ücb Dir 
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mit der Anzahl der Wflrfe immer grOsser, Peter erscheint Pftnl 
gegenober immer mehr im Kachteile*). Dieses Kesoltat steht 
mit den Ergebnissen anderer Betrachtungen im Widerspräche; denn 
ist die Anzahl der vereinbarten Würfe einigermaasen gross, so er- 
scheint nns Panl als derjenige, dem das Spiel mit grösserer Gefahr 
droht Um ein recht angenßlltiges Beispiet zu haben, denke mm 
sich, Peters Vermögen v' betrage 2»» — y{— 549.765, 813.868) 
Thaler nnd es mögen 40 Wflrfe vereinbart werden; die Rechnung 
ergibt dann F' ^ , dagegen für V einen von Null yerschiedenen 
B^xag, sobald Panls Vermögen mehr als 20, z. B. auch nur 21 Thaler 
beträgt Selbst ia diesem Falle erscheint also Panl dem Peter gegen- 
über im Vorteile, würde aber trotz dieses Rcchnnngsergebnisses ver- 
nünftigerweiae anf das Spiel nicht eingehen. 

Damit ist der Nachweis geliefert, dass es F&lle gibt, wo 
die RechDung nach Berno alli's Theorie von der morali- 
schen Hoffnung zn Resnltaten führt, welche mit den Er- 
gebnissen anderer Er.w&gnngen im Widerspräche ste- 
Bei Benrteilnng der Ge&hr, welcher man durch Annahme eines 
, einer Wette o. dgl. sich aussetzt, genügt also die lUleinige 
Lcbtsnabme anf das Vermögen nicht; namentlich erfordert die 
! der Wahrscheinlichkeit, den Einsatz wieder heimzubringen, be- 
"e Beachtung, wie dies bei dem oben unternommenen V^vuche 
JsuDg des Petersburger Problems geschehen ist, 



OettinfiT, 1. c. pag. SOS, Ist in Folge <tM obsu herrorgehobeneQ Itt- 
I dem cntffgengetetiteD Reaalut« gelftogt 
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n. 

Begehnässige linear begrenzte Figuren 
von vier Dimensionen. 

Von 

R. Hoppe. 



Die regelmässigen linear begrenzten Figuren von 2 und 3 Dimen- 
sionen, d. 1. Vielecke und Polyeder, bieten zwar analoge allgemeine 
Begriffe dar, welche Anwendung auf jede Dimensionenzahl gestatten, 
doch ist darin nirgends ein Fortschrittsgesetz zn erkennen. Von der 
unbegrenzten Zahl regelmässiger Vielecke kommen wir zur Zahl 5 
der r^elmässigen Polyeder. £b scheint also, dass, wenn überhaupt ein 
Gesetz gefunden werden soll, die Reihe mit 3 Dimensionen erst be- 
ginnen muss, so dass der erste Fortschritt bei 4 Dimensionen an den 
Tag treten würde. Es wird sich nun zeigen, dass auch diese er- 
weiterte Betrachtung über die Frage den erwarteten Auüschluss nicht 
giebt Es treten hier wesentliche Aenderungen hinzu. Gerade diese 
aber scheinen mir von Interesse zu sein. 



§. 1. Der Euler'sche Satz von den Polyedern 
in seiner Erweiterung auf vier Dimensionen. 

Wenn wir, wie bei allen hier betrachteten Figuren, einfachen 
Znsammenhang zur Vorausetzung machen, so kann man die Oberfläche 
eines Polyeders auf einer Ebene in 2 sich dem Um&nge nach decken- 
den Netzen, mit Abstraction von allen Giössenbeziehungen abbilden. 
Die Betrachtung wird dadurch erleichtert, dass man mit dem untern 
Netz nur eine Seite, die Schlussseite, mit dem obem die ganze übrige 
Oberfläche darstellt. 
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EiDe teicbte Betrachtniig eri^ebt, dass in jedem Netze von Viel- 
ecken die Samme der Eckpunkt- and Vicleckszalileo am 1 grösser 
ist als die Zahl der Linien. Die Sclilassseite vermehrt als Vieleck 
jene Samnie am 1. Daher ist wie bekannt 

e + f~k+2 (1) 

Ebenso kann man die Grenze eines Polytops (Victranm, so will 
ich die linear begrenzte Fignr von 4 Dimensionen nennen) auf dem 
Räume abbilden durch ein Netz von Polyedern und ein sie alle nm- 
fassendes Polyeder als Schlussscite. Fügt man zn einem Netze ein 
nenes Polyeder hinza, das durch eii)pn Complex von FlScben damit 
in Verbindung steht, so vermehrt sieb die Anzahl der Ecken e um 
«' — e", die der Kanten t um k'—k", die der Flächen nra/' — /", 
die der Polyeder p um 1, wo e\ k', f' sich auf das ncne Polyeder, 
«", W, f" anf den OreuzB&chencomplei beziehen; nnd man hat: 

«"+r-fc"+I 

folglich wftcbst «+/— t um 1, und e+^— (*+p) bleibt unverÄn- 
dert Da nun für 1 Polyeder 

ist, so ist es auch für jeden Complex von Polyedern ■= 1. Zar Ver* 
vollständigang der Grenze des Polytops ist nun bloss als Schiass- 
seite ein Polyeder hiDzuznfagen, dessen Ecken, Kanten, Flächen schon 
im Netze enthalten sind, so dass nur p nm 1 wftcbst. Der dem £n- 
ler'schen analoge Satz von den Polytopen lautet also: 

«-!-/■- fc+p (2) 

>ass hier die Relation eine homogene ist, was beim Polyeder 

der Fall war, bat einen wesentlichen Unterschied in der Theorie 
^olge. Der Gmnd des verschiedenen Verhaltens ist leicht za 

: bei den nngeschlossenen Flächen- nnd Polycdemetzen stimmte 
elation der Zahlen noch aberein; die Schtassseite aber kommt 

Polyeder additiv, beim Polytop snbtractiv hinzu. Bei succcssiver 
Bhning der Dimensionen mnss dies Verhalten stets abwechseln, 
die Schlassseito immer die znletzt eingeführte Zahl vermehrt, 

aber abwechselnd zur Linken nnd Rechten der Gleichung steht. 
Reiche Gesetz bestätigen auch die regelmässigen Gebilde von 
«r Dimensionen: 

1. Diro. « — 2 Gerade Linie 

2. e-i Vieleck 



-t 



VOM Vier DimenswMH, 31 

3. Dim. e+/— Ä?+2 Polyeder 

4. e+/= *-|-F Polytop 
nämlich für ft Dimensionen die Gleichung 

wo op die Anzahl der Grenzfiguren von v Dimensionen bezeichnet. 
Die allgemeine Gültigkeit folgt analog durch den Schluss von n auf 
^+1, worauf wir hier nicht eingehen. 

§. 2. Bestimmung der regelmässigen linear 

begrenzten Figuren. 

An eine regelmässige linear begrenzte Figur stellt man die For- 
derung, dass seine Grenze aus lauter congruenten regelmässigen linear 
begrenzten Figuren von 1 Dimension weniger besteht, und dass diese 
congruenten Teile, sowie deren Ecken, Kanten, Flächen, Räume 
u. s. w. von einem Mittelpunkte gleichen normalen Abstand haben. 
Ein regelmässiges Polytop ist also begrenzt von lauter congruenten 
regelmässigen Polyedern. 

Aus diesen Bedingungen folgt, dass eine regelmässige linear be- 
grenzte Figur durch die Beschaffenheit einer Ecke vollständig be- 
stimmt ist. Lassen wir die durch die Eantenlänge repräsentirte Grösse 
ausser Acht, so giebt es von jeder Art solcher Figuren nur ein In- 
dividuum. Wir können daher, statt von verschiedenen Arten, direct 
Yon verschiedenen Figuren sprechen. 

Ein Polyeder ist dann bestimmt durch die Anzahl der um eine 
Ecke liegenden Flächen m und durch die Anzahl von deren Ecken n, 
woraus: 

Es folgt weiter: zu jeder Kante gehören 2 Ecken, zu jeder Ecke m 

Kanten, ^so ist 

e : Ä; «» 2 : «i 

zu jeder Kante gehören 2 Flächen, zu jeder Fläche n Kanten, daher 

woraus : 

2 2 

« — -*i /— -* (3) 



m ' n 

und nach Einsetzung in Gl. (1): 

m^ n 2 



(4) 
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ein Aosdruck der, mit Beachtung dass m und n nicht <C 3 sein kön- 
nen, nur für die bekannten 5 Wertpare von m, n ein positives, dann 
aber auch stets ein ganzes k nebst ganzen e und / ergiebt. 

Hiemach reicht der Euler'sche Satz aus, alle möglichen regel- 
mässigen Polyeder und die Anzahlen von deren Ecken, Kanten, 
Flächen zu bestimmen. 

Zur Bestimmung eines regelmässigen Polytops werden nötig sein 
die Werte von m, n für die begrenzenden Polyeder, femer die Zahl 
und Grappirang der Polyeder um eine Ecke. Die Gmppimng erhält 
man auf folgende Weise. Man sclineide das Polytop durch einen 
Baum, welcher normal zum Radius einer Ecke durch einen Punkt 
einer von der Ecke auslaufenden Kante geht. Der Schnitt ist dann 
ein regelmässiges Polyeder, dessen Ecken die Schnitte der Kanten, 
dessen Kanten die Schnitte der Flächen, und dessen Flächen die 
Schnitte der Polyeder sind. Die Polyeder um eine Ecke des Poly- 
tops sind dann ebensoviele und ebenso gmppirt wie die Flächen des 
Schnittpolyeders. Zur Bestimmung gehören also 2 Zahlen m^^ n^^ 
welche angeben, wie viel Flächen zu einer Ecke, und wie viel Ecken 
zu einer Fläche des Schnittpolyeders gehören: 

Suchen wir nun die Verhältnisse der Zahlen e^ h^ f^ p und be- 
zeichnen vorläufig mit e^, k^^ /j die Werte von e, Jk, / für das Schnitt- 
polyeder durch e^, k^^ f^ für das Seitenpolyeder, so gehören zu einer 
Ecke des Polytops e, Kanten, k^ Flächeo, /^ Polyeder; zu einer 
Kante 2 Ecken, m^ Flächen, m^ Polyeder; zu einer Fläche n Ecken, 
n Kanten, 2 Polyeder; zu einem Polyeder e^ Ecken, k^ Kanten, f^ 
Flächen. Daher hat man: 

e : ik B» 2 : ^ A;:/««n:mi 

eif^^nik^ k :p = k^: mi 

eip^ e^ifi fip ^ fi : 2 
oder nach (3): 

« : Ä; «= i?4 : Ä^i k : f *^ n : 114 

« :/ "■ n : ÄJj k ip^* k^: n^ 

woraus nach Elimination von e, k^ f: 

m =^ n^ (5) 

so dass nur die Relationen bleiben: 

ek^ =» krn^ ^ fn = pk^ (6) 
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Diese erfQllen bedingnngslos die Gl. (2), so dass keine Bestimmung 
daraus hergeleitet werden kann. Dagegen hat sich ergeben: 



*i"^W"^»^ 2) 



*=^., /=f > (7) 



^-^=^fe+^-|) 



§. 3. Einschränkung der möglichen Fälle. 

Die Combination der Werte 3, 4, 5 fdr m, n, m, ergiebt, mit 
Beachtung dass die Werte 4, 5 nur Gombinationen mit 3 zulassen, 
im ganzen 11 verschiedene Wertsysteme , eine Zahl die sich jedoch 
wegen folgender Bedingung mindert. Die Summe aller vierdehnigen 
Winkel um einen Punkt herum ist » 16 R*). Legt man einen Raum 
durch den Punkt, so ist die Winkelsumme auf jeder Seite des Baumes 
«» 8B. Ein convexes Polytop muss sich nun mit einer Ecke so in 
jenen Punkt legen lassen, dass es ganz auf einer Seite jenes Raumes 
liegt Dann ist der innere Polytopwinkel an jener Ecke <C BR. 
Dieser wächst mit den ihn einschliessenden Polyederseiten bis 8R, 
also muss auch die Summe der Innern Polyederwinkel <C 8R sein. 
Nun ist ein Polyederwinkel 

fÄr Tetraeder « 0,35096 R 

ftr Hexaeder — R 

fftr Oktaeder =r 0,86539 R 

für Dodekaeder = 1,88550R 

fftr Ikosaeder = 1,67720R 

DiTidirt man mit diesen Zahlen in 8 R, so findet man in Reicher 

Reihe die Quotienten: 

22,79465 

8 

9,24443 

4^290 

4,76984 

Sie bilden die obo« Grenze der/,. 

^ Umer B wifd hier der WhÜLd xwUdico 4 ooraMÜeD Bianen, rctp. S 
Dorauüen Ebeoeo Yentandea. 

TaaLXTii. a 
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Ist nni) du Seitenpolyeder eia Tetraeder, so ist n, -^ m — 3 
nod I», bat die Werte 3, 4, 5, denen die Werte 4, 8, 20 von /, eot- 
Bprecheo, gSmintlicli die Grenze nicht erreichend. 

Ist die Seite ein Hexaeder, so ist n, ■= m ■= 3, die Werte von/, 
sind dieselben, docb scbon der zweite errolcbt die Grenze, and nur 
m, — 3 ist mfiglicb. 

Ist die Seite ein Oktaeder, so ist n,=in = 4, also »>, = 3, 
/, — 6, unterhalb der Grenze. 

Ist die Seite ein Dodekaeder, so ist n, =• m = 3, nur /, =- 4 ist 
möglich, also m^ = 3. 

Ist die Seite ein Ikosaeder, so ist n, •- m <" 5, m, = 3, /, » 12, 
was die Grenze übersteigt 

Es ist daher nnr mOglich 6 verschiedene regelmässige Polytope 
zn constmiren, and zwar liegen nm eine Ecke 



I. 4 Tetraeder 
II. 8 Tetraeder 

m. 20 Tetraeder 

IV. 4 Hexaedw 
T. 6 Oktaeder 
Tl. 4 Dodekaeder 

Ikosaeder kOnnen kein rcgelm&Bsiges Polytop einschliessen. 

Ana den Werten von m, n, m,, n, muss auch der Wert von N 
endig folgen, doch liefert das Vorhergehende kein Mittel ihn zn 
in; nor soviel ist zn ersehen, das» N die Factoren k^ nnd k, 
n muss, damit e und p ganze Zahlen werden. 



3 3 3 3 

3 3 4 3 

3 3 6 3 

3 4 3 3 

4 3 3 4 
3 5 3 3 



$. 4. Bestimmung des Hittelpunkts. 

Von einer Ecke A eines regelmässigen Polytops gehen e, Kanten 
ans. Legt man dnrch die e, Endpunkte B einen Baum, so geht 
ir dnrcb den Mittelpunkt D des regelra&ssigen Schnittpolyeders. 
7 der Mittelpunkt des Polytops, so ist AC normal znm Schnitt- 
1 und geht durch D. Man hat also das gleichschenklige Dreieck 
I mit dem Hdhenlot BD, worin wir AB und BD als bekannt 
hmen dürfen. Dann ist 
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Dieselbe Form^ Iftsst sich auch zur Berechnung von BD auf das 
Schnittpolyeder anwenden. An die Stelle von AB tritt dann die 
Diagonale (oder Kante) BB^ welche 2 benachbarte Kantenenden B 
verbindet, nnd an die Stelle von BD der Eckradins des analogen 
Vielecks BE, so dass 

(BB)^ 
BD = , ^ ' (10) 

and zwar ist BB die Diagonale eines necks, Fläche des Seitenpol j- 
eders, also zur Kante AB-^ nnd BE der Eckradins eines m^ecks, 
dessen Kante Diagonale eines n^ ecks, nämlich der Fläche des Schnitt- 
polyeders zur Kante BB ist Daher hat man: 

2R 

2R ^'^ 

BB « 2^Bcos— ; BE -» BB — gg 

sin — 
I», 

and nach Einsetzung in (10) nnd in (9): 

•*•, . 2R 
BBsm — 

BD =. ; ^ fll) 



^l/772R ,2R 

2 i/ sin* cos* — 



/ . ,2R ,2R 

1 / sm* cos* — 

1/ ^ ^ 

]/ . ,2R . ,2R , 

f sin* — sin* cos* 



r = ^C=f 1/ . or7or ' oR <12) 



Der Abstand der Polytopkante von C ist dann 

^o • 2R 2R 
y ^^sin — cos — 

2 1/ sin* — sin* cos* — 

and, wenn F der Mittelpankt der Fläche eines Seitenpolyeders, der 
Abstand dieser Fläche von C 
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CF^^(ÄCY^(AF)* 



v^im 



,„ 2R 2R 

AB cot — COS — 
n 14 



1/ 2R 2R 2R 

2 1/ sin* — sin* cos* — 

f m^ n n, 



(14) 



Bezeichnet endlich G den Mittelpunkt des Seitenpoljeders, so ist der 
Abstand dieses Polyeders von C 

Wendet man die Formel (10) auf das Seitenpolyeder, also mit der 
Kante AB and den Zahlen m, n an, so kommt: 

.0 : 2R 
^Bsin — 

AG> 



1/ . .2R .2R 

2 1/ sin* cos* — 

f m n 



woraus, mit Beachtung dass 94 — m: 



rj — 



,„ 2B 2R 2R 
^i9cos — cos — cos — 

^ «» « (15) 



^1/ . ,2R .2R 1/ . ,2R : »2R ^2R 

21/ sin* cos* — l/sin* — sin* cos* — 

f m n f nu n m 



Eine Polyederfl&che ist 

-iMB)«cotf 

ihr Abstand vom Mittelpunkt G 

AI, 2R 2R 
AB cos — cot — 

m 91 



ol/^2R ,2R 

2 1/ sin* cos* — 

f m n 



folglich das Polyeder, dessen Flächenzahl 



A 



nl , 1 1 



m * n 2 

aus Ol. (3) (4) bekannt ist, 
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(AB)* cos —cot« — 
fn n 



\m * n 2/ f m n 

Die Anzahl der Polyeder war nach (7) 

folglich ist der Umfang (Grenze) des Polytops 

2R 2R 
N{AB)^ COS -^cot« — 

12 1/ Sin* cos* — 

w m n 

Diese mnltiplicirt mit i ihres Abstandes vom Mittelpnnkt, aasgedrückt 
in (14), giebt den Inhalt des Polytops 

2R 2R 2R 2R 
N(Aß)^QB — cos* — cos — cot* — 

^ (17) 



_/.,2R •2R\|/. ,2R . ,2R 

96 1 sin* cos* — ) 1/ sin* — sm* cos 



fit| n fii 



Aach der Winkel zwischen 2 Grenzräamen ergiebt sich leicht 
planimetrisch. Die Mittelpankte des Polytops, des Polyeders and des 
Vielecks bilden das Dreieck CGF rechtwinklig in G, Das Vieleck 
ist der Durchschnitt zweier Polyederränme, and der von letztern da- 
selbst gebildete innere Winkel w wird von CFhalbirt; daher hat man: 



. w CG 
*'°2 ^ CF 



das ist nach Gl. (14) (15): 



2R . 2R 

cos — sin-^ 

""2-,/..2R ,2R <*«> 

sm* cos* — 

m n 



V- 



woraas: 



4R . .2R , , 2R 

cos — sin* h cos* — 

*=»«•" r;^ — Tm— <^^) 

sm* cos* — 

m n 
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§. 5. Gonstraction der Netze. 

Zur Berechnang der allein noch unbekannten Zahl N bleibt uns 
kein anderes Mittel als das Netz jedes einzelnen der 6 Polytope za 
constmiren. Um dnrch snccessive Anfügung neuer Polyeder das ganze 
Netz mit Sicherheit und beständiger Uebersicht des jedesmaligen Er- 
folges zu gewinnen, ist es nur nötig auf die Anzahl der um jede 
Kante liegenden Polyeder zu achten, die 114 betragen mnss. Ist diese 
Zahl voll, so gehört die Kante nicht mehr der Oberfläche an; fehlt 
1 daran, so tritt das Polyeder als Keil zwischen 2 Flächen, die dann 
zugleich ins Innere verschwinden. 

Polytop I. Um jede Ecke 4, um jede Kante 3 Tetraeder. 

Legt man 4 Tetraeder um eine Ecke, so haben die anstossenden 
Kanten die volle Zahl, fttr die Oberfläche bleiben nur 4 Dreiecke, 
die ein Tetraeder begrenzen. Dieses ist Schlussseite, folglich die 
Anzahl der Tetraeder 

^(i+i-4)-=5; iV-30 

Polytop II. Um jede Ecke 8, um jede Kante 4 Tetraeder. 

Legt man 8 Tetraeder uro eine Ecke, so ist die Oberfläche die 
eines Oktaeders. An jeder Kante der Oberfläche liegen 2 Tetraeder. 
Setzt man also auf jedes Dreieck ein Tetraeder, so vermehrt sich die 
Zahl um 2, folglich verschwinden alle vorherigen Kanten ins Innere, 
die neuen Dreiecke gleichfalls, und alle Spitzen fallen in einen Punkt. 
Die 8 neuen Tetraeder bilden also ein Oktaeder um jenen Punkt, 
symmetrisch zum ersten Oktaeder. Die Tetraederzahl ist 

Polytop III. Um jede Ecke 20, um jede Kante 5 Tetraeder. 

Um eine Ecke a legen wir 20 Tetraeder ahbb. Die Oberfläche 
ist die eines Ikosaeders bhb ... An der Kante ab liegen 2 Tetraeder. 

Auf die 20 Dreiecke hbb setzen wir 20 Tetraeder bbbc. An der 
Kante bb liegen 4, an der Kante bc 1 Tetraeder. (Man hat nur 
immer die hinzutretenden zu den schon angegebenen hinzuzuzählen). 

An die 30 Kanten bb setzen wir 30 Tetraeder bbcc. Die bb ver- 
schwinden von der Oberfläche, desgl. die Dreiecke bbc. An den bc 
liegen 3, an den cc 1 Tetraeder. 

Die 12 ftlnfseitig pyramidalen Concavitäten becccc füllen wir mit 
12 mal 5 — 60 Tetraedern bccd an, so dass die Pyramiden in con- 
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vexe mit der neaen Spitze d übergehen. An der Oberfläche sind nnr 
die Kanten €c mit 3 nnd die cd mit 2 Tetraedern. 

Auf die 60 Dreiecke ced setzen wir 60 Tetraeder ccde. Die cc 
verschwinden ins Innere, die Dreiecke cce fallen parweise zusammen. 
An der Oberfläche liegen die Kanten cd mit 4, die ce mit 2 und die 
d« mit 1 Tetraeder. 

An die 60 Kanten cdy wo nur je 1 Tetraeder fehlt, legen wir 
60 Tetraeder cdee. Die ce haben jetzt 4, die cfe 2, die ee ein Te- 
traeder. 

Die 20 tetraedralen Concavitäten ceee füllen wir mit 20 Tetra- 
edern. Die de haben dann 3, die 6« 2 Tetraed^. 

Die 12 fünfseitig pyramidalen Concavitäten deeeee füllen wir mit 
12 mal 5 = 60 Tetraedern deef. Die ee haben 3, die ef 2 Tetraeder. 

Auf die 20 Dreiecke eee setzen wir 20 Tetraeder eeeg. Die ee 
haben 4, die ef 2, die eg 2 Tetraeder. 

Zwischen die 60 Dreieckspare eef^ eeg legen wir die 60 Tetra- 
eder eefy. Die ef haben 4, die eg 4, die fg 1 Tetraeder. 

Zwischen die 60 Dreieckspare efg legen wir 60 Tetraeder efgg. 
Die fg haben 3, die gg 2 Tetraeder. 

Auf die 60 Dreiecke fgg setzen wir 60 Tetraeder fggh. Die gg 
haben 4, die gh 2 Tetraeder. 

Wir verbinden die h und vollenden die 30 Tetraeder gghh. Die 
gh haben 4, die hh 1 Tetraeder. 

Wir füllen die 20 Concavitäten gkhh mit 20 Tetraedern ghkh 
aus. Es giebt nur noch Kanten M, jede mit 3 Tetraedern. Die 20 
Dreiecke hhk schliessen ein Ikosaeder ein. 

Wir setzen auf die 20 Dreiecke hhh 20 Tetraeder hhhiy dann 
fallen alle Spitzen in einen Punkt » zusammen, und das Netz ist 
geschlossen. 

Die Anzahl der Tetraeder ist 

iV(J+i-i) = 20+20+30+60+60+60+20-f 60 

+ 20-f-60+60+60-f 30+20-f 20 

-600 
iV-3600 

Polytop lY. Um jede Ecke 4, um jede Kante 3 Hexaeder. 
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Auf die 6 Quadrate eines Hexaeders setzen wir 6 Hexaeder. Zu 
jeder Kante gehörte vorher 1 Hexaeder, also nachher 3. Daher ver- 
schwindet die Kante, alle seitlichen Flächen follen zusammen, and 
die übrigen 6 Quadrate bilden in Form eines Hexaeders die Ober- 
fläche. Kommt dieses als Schlnsseite hinzu, so ist die Anzahl der 
Hexaeder 

Polytop y. Um jede Ecke 6, um jede Kante 3 Oktaeder. 

Auf die 8 Dreiecke eines Oktaeders setzen wir 8 Oktaeder. Die 
Kanten und mit ihnen 4 Dreiecke jedes neuen] Oktaeders verschwin- 
den. Die neue Oberfläche bilden 24 -j- 8 Dreiecke. Sie teilt das 
Netz in symmetrische Hälften; daher ist die Anzahl der Oktaeder 

^a+i--4) = lÖ; iV = 216 

Polytop YI. Um jede Ecke 4, um jede Kante 3 Dodekaeder. 

Auf die 12 Fünfecke eines Dodekaeders A mit den Ecken a 
setzen wir 12 Dodekaeder B mit den je 5 Ecken a, 5 Ecken 6, 5 
Ecken c, 5 Ecken d. Dann liegen um jede Kante ein A und zwei B, 
also verschwindet oa, mit ihm die Flächen abcba und die Kanten ab. 
Die Oberfläche bilden 12 Dodekaederkuppen, jede bestehend aus 5 
Fünfecken b ed de und 1 Fünfeck ddddd. Zu ihr gehören 60 Kanten 
be mit zwei B^ 60 Kanten cd mit einem B und 60 Kanten dd mit 
einem B, Die bc laufen je 3 in einen Punkt b zusammen, wo eine 
concave dreiseitige Ecke bleibt. 

In jede dieser 20 Ecken fügen wir eine Ecke eines Dodekaeders 
C mit 1 Ecke &, 3 Ecken c, 6 Ecken </, 6 Ecken 6, 3 Ecken / und 
1 Ecke g. An jeder Kante bc liegen zwei B und ein C; daher ver- 
schwinden die bc nebst den je 3 Fünfecken bcddc. Hieraus folgt, 
dass auf jedem dieser Fünfecke ein C steht, und dass, weil in jeder 
Kante cd zwei derselben zusammenstossen , jede cd zu zweien C ge- 
hört, dass sie also, weil sie auch an einem B liegt, ins Innere ver- 
schwinden muss. Auf der Oberfläche bleiben die 60 Kanten dd mit 
einem B und einem C, die 120 Kanten r/e, die 120 Kanten ef und 
die 60 Kanten /^, sämmtlich nur mit einem C. Die Oberfläche wird 
gebildet von den 12 Fünfecken ddiUld und von 20 auf der Ecke 
stehenden Dodekaederkuppen, jede bestehend aus 3 Fünfecken de/ed 
und 3 in die Spitze g zusammenlaufenden Fünfecken efgfe. 

Setzen wir jetzt auf jedes der diifidd ein Dodekaeder Z>, so ver- 
schwinden zuerst die M nebst den angrenzenden Flächen defed\ 
auf jedem der letztern steht also ein i); die Z) stossen aber in den 
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Kanten de za 2 zosammen; daber gehören zn de zwei D nnd ein C, 
so dass die de gleichfalls verschwinden. Die Oberfläche wird gebildet 
von 60 Fünfecken efg/e nnd 12 Dodekaederknppen, jede bestehend 
ans 5 Fttnfeckon efhhf und 1 Fünfeck hhhhh. Die ee haben zwei 
C, die ef ein C nnd ein Z>, die fg ein C, die fh nnd die AA ein Z>. 

An die 30 Kanten ee stossen je 2 Fünfecke efgfe. Zwischen 
diese setzen wir ein Dodekaeder E^ so dass ee zwischen C, C, £7 
verschwindet Desgleichen verschwinden die ef zwischen C, Z), £; 
daher fallen 2 Flächen von JE; in 2 verschiedene efhhf. In jedem 
/^ stossen 2 verschiedene £ zusammen; daher verschwindet fg 
zwischen C, h^ E. Jedes ^ grenzt aber mit 4 Kanten /^ an 4 ver- 
schiedene üJ. Folglich verschwinden ausser den 4 schon benannten 
Flächen 4 neue, hfgik^ und jedes E erreicht nur mit 4 Flächen die 
OberOAdie. Diese wird gebildet von 12 Fünfecken hhhhh ^ 60 Fttnf- 
eckon hJdkh und 60 Fünfecken Ikikl. Die hh haben ein D und ein 
£, die ik und die hk zwei £;, die kl und die 22 ein E, 

Wir setzen auf die 12 Fünfecke hhhhh 12 Dodekaeder F, Dann 
verschwinden die hh zwischen Z>, A', F, die hk zwischen E^ E^ F, 
Die Oberfläche wird gebildet von 60 Fünfecken Ucikl und 12 Dode- 
kaederkuppen, jede bestehend aus 5 Fünfecken klmml und 1 Fünf- 
eck mmmmm. Die ik haben zwei E^ die kl und die 22 ein E und 
ein i^, die Im und die mm ein F. 

Wir fügen in jede der 20 dreiseitigen Ecken i die Ecke eines 
Dodekaeders G. Dann verschwinden die ik zwischen E, E^ G^ damit 
zugleich die Flächen Vdkl^ also auch die kl und H zwischen £, F^ G^ 
mit ihnen die Flächen ndklm. Auf jeder von diesen steht ein 6r, 
folglich verschwindet Im^ das zwei dieser Flächen begrenzt, zwischen 
F^ Cr, G, Die Oberfläche wird gebildet von 12 Fünfecken mmmmm 
und 60 zu je 3 in die Spitze p zusammenlaufenden Fünfecken mnpnm. 
Die mm haben ein Fund ein (?, die mn zwei 6^, die np ein G^. 

Setzen wir jetzt auf die 12 Fünfecke mmmmm 12 Dodekaeder 
H^ so verschwinden die mm zwischen F, G^ /f, die mnpnm werden 
bedeckt, die mn verschwinden daher zwischen Cr, G^ H^ die np 
zwischen (r, ZT, H. Demnach wird zunächst die ganze vorige Ober- 
fläche bedeckt Da aber die neuen aufsteigenden Kanten zwischen 
je drei J/ fallen, die Flächen zwischen ihnen sich decken, so bleibt 
auf der Oberfläche von jedem H nur die oberste Fläche übrig. Also 
ist die Oberfläche nur die eines Dodekaeders J, das als Schlussseite 
hinzukommt. 

Zählt man die Dodekaeder zusammen, so sind es 
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1A+12B'\-20C+12D+20E+12F+20G+12H+1J 
-" 120 Dodekaeder, daher 

Will man sich von dem körperlichen Netze eine Yorstellang ver- 
schaffen, so kann man nach Anfügung der B^ dann der C, dann der 
D das ehene Netz der jedesmaligen Oberfläche zeichnen. Diese 3 
ebenen Netze sind dann auch in umgekehrter Folge die der Ober- 
fläche nach Anfügung der £, der F, der G\ nur sind die Eckbuch- 
staben 

&, Cy dy e, /, Qt h zu vertauschen mit 



§. 6. Res ultate. 

Aus den Werten von N folgen nun nach deu Formeln (7) auch 
die Zahlen der Ecken, Kanten, Flächen. Stellen wir sie zusammen 
so ergiebt sich folgende Tabelle. 

Um jede Ecke. 1 Ecken I Kanten 1 Flächen 1 Polyeder 



I. 4 Tetr. 

IL 8 Tetr. 
m. 20 Tetr. 
IV. 4 Hex. 

V. 6 Okt. 
VI. 4 Dodek. 



5 


10 


10 


8 


24 


32 


120 


720 


1200 


16 


32 


24 


18 


72 


72 


600 


1200 


720 



5 
16 

600 

8 

18 

12C 



Die Radien der Ecken, Kanten, Flächen, Grenzräume ergeben 
sich aus den Gl. (12) (13) (14) (15) nach Einführung der Werte (8). 
Die Kante sei »= a\ dann wird die Tabelle: 



a 



8 



I. 



IL 



m. 



IV. 



V. 



VI. 



VI w 



'3 



v\ 



1 

2 



3+y5 
y2 



y(5-fi)» |/ 

2 

V3 
2 



V5 
2 



Vk 

v\ 

3+V5 
2V3 

n 
n 

(y5+i)t 

8y2v'5 



-V- 

2r 10 

2^^ 2 

y6+2 
2y2 



V:. 



2 



7+3 V 5 
4 
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Für Um&Dg ü und Inhalt V geben die 61. (16) (17) 







u 






V 




I. 


5 

6y2 




= 0,6892657 


y5 

96 




— 0,02329237 


n. 


|V2 




= 1,8856181 


1 
6 




- 0,1666667 


in. 


60 V 2 




= 70,7106781 


25 

f(yH-2) 




= 26,4764249 


IV. 


8 






1 






VI. 


6V2 




- 8,4862814 


3 
2 




-1,5 


VI. 


30y5(74-3y5) 


= 919,5742752 


jy5(47+21V5) 


= 787,8569810 



Setzt man 7» 1, so ergeben sich nach Elimination von a für 
ü die folgenden Werte , die wir mit dem der mnden Yierdehnnng 
entsprechenden Werte U^ dem Minimum für alle Yierdehnnngen, in 
Yergleich stellen. Der Tabelle fügen wir zum Schlnss die Werte w 
des innem Winkels zwischen 2 benachbarten Grenzränmen nach der 
Formel (18) bei 



U 



U 



w 



L 

n. 
m. 

IV. 

V. 

VL 



9,88310 

7,22882 

6,05850 

8 

6,26034 

6,18374 



1,65774 
1,21252 
1,01622 
1,34188 
1,05008 
1,03723 



0,83914R 

1,33333R 

1,82753R 

R 

1,33333R 

1,6R 



l7o = 5,96180 I 
Nnr in I. und III. sind die w nicht rational znm Rechten; es ist hier 



cosw 



filr 



^-i 



m. - — 



3y5+i 

8 
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Beasell: Gnutätägt dir Gßowutrü du Cirkth^ 



m. 



Grundzüge der Geometrie des Cirkels. 



Von 

Franz Bessell. 



(1). 

Unter der Geometrie des Cirkels verstehen wir den Inbegriff aller 
deijenigen elementaren Constructionen, welche sich in einer Ebene 
ohne Httlfe des Lineals, durch alleinige Anwendung des Cirkels als 
Constructions-Instrumentes ausführen lassen. 

In derselben hat man es nur mit Kreisen und mit Punkten zu 
tun. Eine gerade Linie wird jedesmal nur durch 2 isolirte Punkte 
dargestellt, welcher man zwar mit Leichtigkeit noch beliebig viele 
andere in derselben Richtung liegende hinzufügen kann, denen jedoch 
der continuirliche Zusammenhang fehlt und principiell fehlen muss. 

Von den drei fundamentalen Aufgaben, auf welche schliesslich 
alle elementaren Constructionen zurückzuführen sind, nämlich den 
Durchschnitt 1) zweier Geraden, 2) eines Kreises und einer Geraden, 
3) zweier Kreise zu bestimmen, erledigt sich die letzte ohne Wei- 
teres; die Grundlage der Geometrie des Cirkels wird daher gelegt 
sein, wenn man im Stande ist, mit dem Cirkel allein folgende beiden 
Aufgaben zu lösen: 

I. Es liegt ein vollständig ausgezogener Kreis, des Mittelpunkts 
C und des Halbmessers r, und daneben ein Punktepaar AB vor; man 
soll die beiden Punkte finden, in welchen die Kreislinie von der durch 
dies Paar bestimmten Geraden geschnitten wird. 
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n. Gegeben sind zwei Punktepaare AB and CD; gesacht wird 
der Punkt, in welchem sich die darch diese Paare gegebene Geraden 
begegnen. 

(2). 

Wir geben vorerst die Lösnng dieser beiden Anfgaben ohne alle 
nähere BegrOndnng und bedienen ans dabei folgender Terminologie. 

Wenn drei Punkte O, P, P' in einer and derselben Riclitung so 
liegen, dass O der Mittelpunkt der Entfernung PP* ist, so sollen 
letztere, P und P', Gegenpunkte gegen den Centralpunkt O 
heissen. 

Wenn zwei Punkte P und P' gegen ein anders Paar QR so 
liegen, dass die Gerade PP' senkrecht auf der Geraden QR ist und 
die Strecke C2i2 halbirt, so sollen P und P' Spiegelpunkte in 
Bezug auf das axiale Paar QR genannt werden. 

Endlich möge ein Punkt P, welcher von zwei axialen Punkten 
QR gleiche Entfernungen besitzt, ein Seitenpunkt dieses Paars 
heissen, und wo es nötig ist von andern seines Gleichen durch aus- 
drückliche Angabe der betreffenden Entfernung unterschieden werden. 

Es ist dann klar, dass alle Seitenpuukte eines axialen Paars QR 
in einer und derselben Geraden liegen, und paarweise sowol Spiegel- 
punkte in Bezug auf QR als auch Gegenpunkte gegen den Mittel- 
punkt von QR sind. 

(3). 

Rücksichtlich der Aufgabe I. ist zu unterscheiden, ob die Gerade 
des Paars AB durch den Kreismittelpunkt C führt oder nicht. In 
letzterem Falle hat man nur zu C seinen Spiegelpunkt C in Bezug 
auf AB zu suchen und um denselben einen Kreis des Halbmessers r 
zu l^en. Die Durchschnittspunkte beider Kreise sind die verlangten. 

Dieser Weg füht aber nicht mehr zum Ziele, wenn C in der (Ge- 
raden AB liegt, weil dann nicht nur die beiden Spiegelpunkte, son- 
dern auch in Folge hiervon beide Kreise zusammenfallen. 

Ueberhaupt wird diese Construction praktisch um so weniger 
brauchbar, je näher die Gerade AB bei C vorbeiführt. Später wer- 
den sich Auskunftsmittel für solche Fälle darbieten, jetzt, wo es sich 
zunächst nur um theoretische Möglichkeit handelt, gehen wir suf der- 
gleichen nicht weiter ein, sondern wenden uns nur noch zu dem 
Grenzfidle selbst, als in welchem die Hauptschwierigkeiten, welche 
sich in der Geometrie des Cirkels darbieten, concentrirt sind. Dabei 




- . . . . Jnuuixigt dtr Geometrie de* Cirkei». 

. . Lfr. iMict ieo möglichen verschiedenen Constmctioiifl- 
. ^.1- lax •^inem und demselben Grundgedanken (s. Nr. 8) 
« .je .'luächste folgende anzudeuten. 

«.-.*- ij«=Q Kreislinie wählt man 2 Punkte i>i>', welche 

i ^:"ig auf die gegebene Gerade CA sind; legt zu 

^^inen und gleichen Strecken CE und CE' (indem 

a> ''Ä" — r, CE = DD\ und ebenso von D' aus 

» :>£) nimmt; coustruirt nun zu EE' den Seiten- 

.1 ^jLitniuDg EF^ED' oder E'F-=-E'D\ worauf 

Vi»,« :i iiö beiden gesuchten Punkte -T-T sich als Seiten- 

^ s \x ier Entfernung EX « CF ergeben. 

(4). 

, .» .a.^alK' II. lösen zu können, zeigen wir zuvor, wie man 
V >.'*v Fuiikte ABC einen Kreis legt. 

7 ,.%.Ä rtf^ibcn ('bestimmt man seinen Spiegelpunkt C mit 

jv Kiut tt audern AB^ beschreibt um C mit dem Halb- 

iiK'u Kreis und trägt in denselben von C aus die bei- 

, i,^.^ .1 und CB als Sehnen ein. Sind nun A' und B' die 

..-^viauiv'e dieser Sehnen, so beschreibt man um -4' mit A'C 

. * Uli i^ C al$ Halbmesser Kreise. 

♦»!,>* ^ihKHÜou sich zum zweiten Male in einem Punkte X, 
,:iuii*iuuic \ou C der Halbmesser des gesuchten Kreises ist 

*:fc,.,^va iNt «.'^ Wicht den Mittelpunkt desselben zu finden, als 
*'*.,03*aa:u d<^ 3 um A^ -B, C mit dem Halbmesser CAT be- 

\» lu** i^'tt l>urv'hschnittspunkt zweier durch die Punktepaare 

> tvobvuon Geraden zu bestimmen, wähle man in der 

sUnu Xiubigvu Punkt 5 und suche an diesem sowohl in Be- 

^ » iis .iut c\'> »eine Spiegelpunkte, welche bzhw. 5' und S" 

'^ ^^ K>i. l^^iAii i^t ^^^ Mittelpunkt des durch die drei Punkte 

^Cn ,s.a*u.cu Kix^^cs der gesuchte Punkt. 

(5). 

V,. ^ «>i wt Gruwd dieser Andeutungen die Behauptung auf- 
;,..ca, Hix-v ^vi möglich sein müsste, alle elementaren Con- 

\* vi^^Mi bestimmt werden sollen, da hat man immer 



ui *kIi HtU Hülfe des Cirkels auszufahren, ist es erfor- 
.aviu fc;>uv^Audo zu begegnen. Wo nämlich Punkte als 



,* 



\ ^C*A 
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zn gewärtigen, dass dieselben unter Umständen imaginär, and in Folge 
davon weitere Operationen mit denselben praktisch nnaosftthrbar wer- 
den. ROcksicbtlich der oben angegebenen Constrnctionen kann dies 
nur in dem einen Falle eintreten, wo es sich darum handelt durch 
3 Punkte einen Kreis zu legen und tritt dort in der Tat unvermeid- 
lich ein, sobald die 3 Punkte so nahezu in einer Geraden liegen, 
dass die Sinns aller dieser Winkel des betreffenden Dreiecks kleiner 
als \ werden. Man kann dann aber — and so auch in ähnlichen 
später sich darbietenden Fällen, Abhülfe dadurch erreichen, dass man 
den* vorliegenden Punkten andre substituirt, für welche joner üebel- 
stand nicht mehr Statt findet Hier wird man den 3 gegebenen Punkten 
leicht noch einen 4ten und nach Bedarf sogar noch mehrere hinzu fttgen 
können, die ebenfalls in der gesuchten Kreislinie liegen, indem man 
Aber einer Seite des Dreiecks als Basis ein 2tes Dreieck construirt, 
welches sich von dem ersten nur dadurch unterscheidet, dass die 
Schenkelseiten in ihrer Lage vertauscht erscheinen. 

Uebrigens ist es keineswegs ratsam in jedem einzelnen Falle den- 
jenigen Weg Schritt für Schritt zu verfolgen, welcher bei uneinge- 
schränktem Gebranch beider Hülfs-Instmmente als der zweckmäsigste 
bekannt ist 

Darüber zwar, wie man jedesmal am kürzesten, bequemsten und 
sichersten zn dem gesteckten Ziele gelangt, lassen sich nicht wol 
allgemeine R^eln geben; doch werden die nachfolgenden Ausführungen 
einigen Anhalt in dieser Beziehung gewähren können. Dieselben 
sollen xnnächst die Begründung oben genannter Constrnctionen ab- 
geben und alsdann einige Anwendungen derselben zeigen. 



(6). 

Die Bestimmung des Gegenpunktes A' eines Punktes A gegen 
ein Centrum O geschieht wohl am einfachsten und auch häufig am 
angemessensten dadurch, dass man um O mit dem Halbmesser OA 
einen Kreis beschreibt und in denselben OA drei mal hinter ein- 
ander als Sehne einträgt Dies Verfahren ist jedoch nur als ein 
spedeller Fall des folgenden allgemeineren anzusehen. 

Man wählt in der Ebene einen beliebigen Punkt B, und wieder- 
holt das dadurch bestimmte Dreieck ABO dreimal hinter einander, 
so dass 

AO'^ BC'^ 0A\ AB = Oe, OB — A*C, 
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Setzt man dies Yerüahren zunächst so weit.fort^ bis man wiedemm 
an A angelangt ist, so hat man die 3 Paare Gegenpunkte AA\ BB\ 
CC'\ wir wollen dasselbe noch weiter und zwar unbegrenzt fortfahren, 
indem wir an jedes der vorhandenen Dreiecke noch ein neues ihm 
congruentes so anschliessen, dass beide sich stets wieder zu einem 
Parallelogramm ergänzen. Auf diese Weise wird die Ebene mit 
einem System von Punkten ttbersäet, deren gegenseitige Lage und 
Entfernung einerseits von der Grösse und Lage des Original-Drei- 
ecks OAB und andrerseits von der Anzahl und Anordnung der Drei- 
ecke abhängt, welche den Uebergang von einem solchen Punkte zum 
andern vermitteln. 

Bezeichnen wir die Längen der drei Strecken OA^ OBy OC bzhw. 
durch a, by c, so ist zunächst ersichtlich, dass die Entfernung des 
Gentralpunktes O von je einem derjenigen Punkte, die sich in der 
Richtung einer der 3 Geraden OA^ OB^ OC befinden, ein (positives 
oder negatives) Vielfaches einer jener 3 Einheitsstrecken a, ^, c ist 

Der allgemeine Ausdruck für die Entfernung des O von irgend 
einem beliebigen Systempunkte ist in der Form 



enthalten, wo a, ß^ y algebraische ganze Zahlen sind, von denen je 
zwei einander zu einer Quadratzahl ergänzen und welche überdies der 
Bedingung o/3-f-/^y-fya » genügen, so dass also eine derselben 
stets negativ sein muss, während die andern beiden positiv sind. 
Dies erkennt man leicht, wenn man irgend zwei der 3 Richtungen 
OAy OBy OCy etwa die ersten beiden, als Goordinatenaxen behandelt. 
Sind dann na und mb die Coordinaten eines Systempunktes /*, so ist 

OF^ « nV + m«*« + 2miiaÄ.cos^Oi^ 

und da 

COS^O-Ö « (a«+*«— c»):2a& 

so folgt 

Und beachtet man, dass jeder Punkt des Systems als Gentral- 
punkt angesehen werden kann, so erkennt man, dass die Entfernung 
je zweier beliebiger Systempunkte in der nämlidien Form ihren Aus- 
druck findet 

Vorzüglich bemerkenswert, weil gebrauchsfähig, sind diejenigen 
Systeme, in welchen 2 Einheitsstrecken gleich sind. Man erhält dann 
als Maass für die Entfernung zweier Systempunkte einen der beiden 
Ausdrücke: 

y (n -j- mfa^ — mn c* oder "^n^a^ -|- m(m -f- n)d*, 
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welche flbiigens der Hauptsache nach gleichbdentend sind, da sie in 
einander übergehen, wenn man b mit c und zugleich (n-f-m) mit — n 
▼ertanscht. 

Das einfachste aller Systeme ist aber das aequidistante d. i. das- 
jenige, in welchem alle 3 Strecken ein ander gleich sind, und somit 

der allgemeine Entfernungsausdmck sich auf al/m*-f"***+^'* re- 
dndrt. 

(7). 

Aus einem gegebenen Punktsysteme kann man neue Systeme, in 
unbegrenzter Menge, dadurch ableiten, dass man irgend drei in jenem 
ersten vorfindliche Entfernungen zu Seiten eines neuen Original- 
Dreiecks nimmt, vorausgesetzt, dass die Summe irgend zweier dieser 
Entfernungen grosser als die dritte sei. 

Es ist fOr unsern Zweck nicht nötig, diesen Gedanken im all- 
gemeinen weiter zu verfolgen, sondern es genOgt, zunächst ein ein- 
ziges neues Dreieck zu bilden, nämlich dasjenige, dessen Basis AA' 
ist, und dessen Spitze D so liegt, dass 

AD = AC und A'D-=-A'B 

ist In Folge hiervon wird 

und da 

AC^ - 2a« — 6«-f.2c«, A'B^ — 2a«+26«-.c«, 
so ist 

20Iß — 2a« +6«+ c«. 

Hat man nun von vom herein b ^ c genommen, so ist 

OD - y^H^«. 

Hierin liegt die Rechtfertigung der in Nr. 3. angegebenen Con- 
struction zur Bestimmung des Durchschnitts der Geraden CA und 
des Kreises vom Halbmesser CD = r. Denn sieht man dort ECD 
als Original-Dreieck an und setzt EC » a, CD — ED « r, so er- 
giebt sich CF und somit auch das ihm gleiche 

EX = y i«+P. 

(8). 

Alle elementaren Constructionen lassen sich zurfickAlhren auf 
die Herstellung von Punkt-Entfernungen, deren algebraischer Aus- 

TeU LXVIL a 
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druck in einer der fünf Formen: a + *» a — i, Va*+6*, Va* — ft*, 
oZ» : c enthalten ist, wo a, 6, c gegebene Entfernungen sind. 

Die bisherigen Entwickelungen zeigen, wie man zur Construction 
der ersten drei Ausdrücke gelangt, und namentlich auch, dass die 

Darstellung von a±_b diejenige von Va*-{-b* zur Voraussetzung hat. 

Die principiell unvermeidliche Weitläufigkeit dieses Weges, 
den man überall da notgedrungen einschlagen muss, wo die Auflösung 
der 2ten und 3ten Aufgabe des ersten Buchs der Elemente des 
Euklides nicht zu umgehen ist, drängt dazu, in allen einzelnen Fällen 
tunlichst solche Wendungen einzuschlagen, welche auf die Construction 
eines der letzteren beiden Ausdrücke hinauslaufen, da diese auf ver- 
hältnissmässig bedeutend einfachere Weise zu erreichen sind. 

(9). 

Die Herstellung von Va^^b* bedarf kaum der Erörterung, denn 
es genügt zwei Gegenpunkte in der Entfernung 2b und zu diesen den 
Seitenpunkt in der Entfernung a zu bestimmen; wir verweilen nur 
deshalb einen Augenblick länger dabei, um daran die Bemerkung zu 
knüpfen, wie man alle Entfernungen des Betrages a^/m construiren 
kann, wo m eine absolute ganze Zahl sein soll. 

Ist nämlich r ein Seitenpunkt von AÄ' in der Entfernung no, 
so ist 0/*= a"/»* — 1, und wenn man wiederum zu ÄA* den Seiten- 
punkt Q in der Entfernung Or nimmt, so ist OQ = aVn^ — 2. 

So fortfahrend gelangt man weiter zu aYu* — 3 etc. und da man 
n beliebig gross nehmen kann, so ist klar, dass auf diese Art jede 
Entfernung aym herstellbar ist. 

Auf einem meistens erheblich kurzem Wege wird man jedoch zu 
diesem Ziele gelangen, indem man das im Eingange von Nr. 7. an- 
gedeutete Princip auf ein System aequidistanter Punkte anwendet 
In einem solchen liegen zunächst, wie oben am Ende ven Nr. 6. be- 
reits bemerkt, die Entfernungen der Form aVm^-^mn-^n^ unmit* 
telbar vor, und wie man mittelst zu anderweitigen derartigen hieher 
gehörigen Ausdrücken gelangt, werden folgende einfache Beispiele 
genugsam erkennen lassen. 

In gedachter Figur ist CE « ay2 dadurch bestimmt, dass 
zu dem Paare BD, dessen Distanz 2a ist, der Seitenpunkt E in der 
Entfernung BE t^ BA' =^ a^S genommen wurde. Alsdann ist zu 
OA'^ der Seitenpunkt F in der Entfernung a^2 construirt. Dadurdi 
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-wird AF=ayb. Die Strecke ay'Q kann man erhalten, wenn man 
zn CE das Paar Seitenpuukte GO' encht, welchem ehen dieaeihe Ent- 
fernnng CE = ay2 znkommt; man hat dann 00'=ay&. Die 
Lange aV? findet man ohuo Weiters in AD vor. Um a^S zn be- 
kommen, brancbte man nnr zn AA' = 2a das Paar Seitenpnnkte der 
Entfernung «ys zn nehmen, n. s. w. 



(10). 

Den Weg znr Constmction der 4ten Proportionale ab:e nnd 
damit denjenigen znr Anflösnng der Aufgabe II. eröffnet nns der 
Satz, daas das Prodnct zweier Seiten eines Dreiecks gleich isl dem 
Prodncte ans dem Halbmesser des umschriebenen Kreises und dem 
doppelten Perpendikel, welches von dem gemeinschafüichen Eck- 
punkt jener beiden Seiten anf die dritte geßült ist. 

Beschreibt man daher mit dem Halbmesser MC = e einen Kreis, 
trftgt in denselben die Sehnen CA •= a, CB — b nnd legt nm Ä 
einen Kreis des Halbmessers a, so wie nm B einen soldien des Halb- 
messers 6, so ist die Entfernung der dadurch erhaltenen beiden 
Spiegelpnnkte CC'= ab : e. 

Hieraus ergiebt sieb dann durch Umkehmng die Richtigkeit des 
oben unter Nr. 4. beschriebenen TerAthrens, nm dnrdi drei gegebene 
Punkte eiuen Kreis zn legen , und damit auch in teicbter Weiter- 
fotgerang diejenige des dort angedeuteten zur Lösung der AaCgabe n. 

Allerdings setzt die AusfQhrbarkeit der so eben erörterten Me- 
thode znr Constmction des Ausdruckes ab:e voraus, dasa sowohl a 
wie b kleiner sei als 2c. Die hieraus entspringende Schwierigkeit 
ISsst sich im Allgemeinen stets dadurch flberwinden, dass man statt 
o ein anEemessenes Vielfaches nimmt, dessen DoDDelles urOsser als 
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D\ I>, C schneiden. Alsdann hat man nicht weniger als 4 Gerade 
(AB^ EE\ CD^ Cd*) welche s&nuntlich durch den gesuchten Punkt 
führen. Man braucht daher nur für irgend zwei derselben (etwa 
nicht senkrecht auf einander stehende) den Durchschnitt zu suchen. 
Die weitere Ausführung dieser Construction, welche wir hier unter- 
lassen haben, um die prindpielle Einfachheit der Sache nicht durch eine 
überladene Zeichnung zu trüben, wird dann noch wesentlich gefördert 
durch den Umstand, dass die 4 Hülfspunkte (7, A C\ D* bereits 
Spiegelpunkto-Paare in Bezug auf AB wie auf EE' abgeben. Da 
dieselben ausserdem als Eckpunkte eines Rechtecks anzusehen sind, 
so bleibt es auch unbenommen, nach Maassgabe von Nr. 4 durch 
irgend drei davon einen Kreis zu legen, dessen Mittelpunkt ja gleich- 
falls das hier Geforderte leistet 



(14). 

Gehen wir über zu der allgemeinen Aufgabe, eine gegebene Ent- 
fernung in einem gegebenen rationalen Verhältnisse zu teilen, oder 
sagen wir lieber, eine solche ^i? mit einem rationalen Bruche mm 
zu multipliciren. 

Es würde zwar, namentlich in den einfachsten Fallen, nicht 
schwierig sein, den gemeinüblichen Methoden, welche auf Gonstruction 
von Parallelen beruhen, auch hier nachzugehen, aber dem Geiste der 
Geometrie des Cirkels angemessener ist es wohl, auf die in Nr. 10 
und 11 beschriebenen Verfahrungs- Weisen zur Gonstruction von Pro- 
portionalen zurück zu greifen. 

Mau mag dabei unterscheiden, ob es nur darauf ankommt, über- 
haupt eine Entfernung zu finden, welche gleich m.ABm ist, oder ob 
dieselbe auch sofort in der Richtung von AB liegen und ihren einen 
Endpunkt in A und B selbst haben soll. 

Stellen wir zunächst in dem letztern strengeren Sinne, auch vor- 
erst f» » 1 setzend, die Forderung, auf AB einen Punkt X so zu 
bestimmen, dass AX^ ABm werde. 

Zu diesem Ende vervielfache man AB über B hinaus nmal (in 
der Figur ist n = 3 genommen, so dass AC » n : AB; und beschreibe 
um C einen Kreis des Halbmessers CA^ welcher den um A mit AB 
beschriebenen in D und D' schneidet. Alsdann begegnen sich die 
beiden Kreise, welche um D und £>' mit dem Halbmesser AB be- 
schrieben sind, in dem gesuchten Punkte JT; denn man hat 

AX: AD^ AD: AC und AD «- AB, 
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Diese Bestimmung des X leidet jedoch noch an dem Uebelstande, 
dass sie sogar schon bei kleinem n unter einem allzu spitzen Winkel 
geschiebt, and dadurch bei grösserem n geradezu unbrauchbar wird. 
Nimmt man indessen dieselbe Construction, welche bei A vorgenom- 
men ist, auch bei C vor, d. h. beschreibt man auch um C einen 
Kreis des Halbmessers AB und schneidet denselben von A aus mit 
dem Halbmesser AC in E und E\ so erhalten diese beiden Punkte 
bzhw. von D und D' die Entfernungen in — l)AB:n, Man wird 
daher X zweckmässig als den Durchschnitt des um D oder D' mit 
AB and des um C mit ED beschriebenen Kreises bestimmen. Diese 
beiden Kreise schneiden sich um so mehr unter rechten Winkeln, je 
grösser n. 

Ist II» >> 1 , so kann man sowohl durch nachträgliche Yervicl- 
fiachang von AX^ als auch meist besser wol dadurch zum Ziele ge- 
langen, dass man den Halbmesser des zuletzt um A beschriebenen 
Kreises gleich m.AB nimmt. 

Kömmt es aber nur darauf an m.AB^n in irgend einer andern 
Richtung, als in der von AB selbst zu finden, so braucht man die 
Consruction nicht mit der Vervielfachung der AB zu beginnen, son- 
dern kann letzterer irgend eine andere Entfernung a substituiren. 
Man bildet dann na und ma, und sucht die 4tc Proportionale in der 
Proportion naima »^ AB : X, Doch setzt dies, wie bekannt, voraus, 
dass a ^ AB : 2» genommen werde. 



(15). 

Ein anderes hier und zwar in dem Falle, wo mehrere gegebene 
Entfernungen in einem und demselben Verhältnisse geteilt werden 
sollen, mit Vorteil zu verwendendes Hülfs-Mittel beruht auf dem 
Satze, dass, wenn zwei Kreise sich berühren, auf jeder der durch den 
Berührungspunkt führenden Geraden Abschnitte entstehen, welche 
sich verhalten wie die beiden Kreis-Halbmesser. 

Sei z. B. OM: ON = iw : n = 3 : 5 und es solle eine Strecke AB^ 
welche jedoch nicht grösser als 20iV^ sein darf, in diesem Verhältnisse 
geteilt werden. Da ti-age man AB von O aus in den grössern Kreis 
als Sehne ein (0P=^ AB) und bestimme nun ihren Durchschnitt mit 
dem Kreise des Mittelpunkts M. Zu dem Ende ist auch um O ein 
(ständiger) Kreis des Halbmessers OM gelegt, der nun von P aus mit 
PM in Q zu schneiden ist Dann liefert der Seitenpunkt, welcher zu 
QM in der Entfernung OM genommen ist eine Strecke 

OE = m,AB:n, 
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Wollte man diese auf AB selbst haben, so brauchte man nnr 
ein Dreieck wie etwa OFQ^ dessen Basis nämlich OP sein mnss, 
während M Spitze (hier Q) beliebig wo angenommen werden kann, 
an jenes AB als neue Basis zu transportiren , nm dort sofort auch 
den dem R entsprechenden Punkt X zu finden, für welchen 

AX =» m,AB m 



(16). 

Auch die Herstellung einer Entfernung, welche zu einer gegebenen 
AB in dem irrationalen Verhältnisse ym:yn steht, lässt sich ganz 
auf die nämliche Art vornehmen, wie solches für rationale Verhält- 
nisse am Schluss von Nr. 14. angedeutet ist; denn es ist aus Nr. 9. 
bekannt, wie man von einer Basis a ausgehend zu Strecken gelangen 
kann, welche sich zu a verhalten wie Vm: 1. Und da Constructionen 
der letztern Grattuug fast ausnahmslos bequemer ausfahrbar sind, als 
solche von a.m^ so wird man sich jener recht wohl bedienen können, 
um vermittelst derselben hinwiederum zu rationalen Teilungen zu 

gelangen; denn hat man etwaaVm.'ii gefunden, so ergiebt sich 
a,m:n leicht als dritte Proportionale in 

Ein Beispiel möge das Nähere zeigen. 

Es soll 3AB:7 ermittelt werden. Wir suchen vorerst -4-0 ."/S: 7, 
indem wir ein System aequidistanter Punkte bilden, dessen Basis AB 
ist. Demselben gehören die Punkte -4, B, C, Z>, D\ E an; und 
ist !>£)'=- ABys so wie CD ^ AB^l, Der nun um Cmit CD zu 
beschreibende Kreis ftthrt durch die bereits vorhandenen System- 
Punkte ^, Z>, D* und es finden sich auch dort in ED = AB und 
DD* ^ AB^^ schon die erforderlichen Sehnen eingetragen, so dass 
man nur noch um E mit ED und um D mit DD' die sich in Y 

kreuzenden Kreise zu legen hat, woraus sich DK« AB^^Tl er- 
giebt Schneidet man endlich von A aus den Kreis des Mittelpunkts 
B mit dieser Länge DY ^ AZ=AZ\ so wird der Spiegelpunkt von 
A in Bezug auf ZZ' der gesuchte X sein , welcher von A um die 
Entfernung AB,Zil absteht. 



(17). 

Zum Schlüsse wollen wir die Aufgabe, einen Kreis in n gleiche 
Teile zu teilen in derjenigen Allgemeinheit behandeln, welche hier 
überhaupt zulässig ist. 
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Bekanntlich läsBt sich dieselbe auf elementar geometrischen Wege 
in allen denjenigen Fällen erledigen, wo n eine Primzahl nnd zu- 
gleich n — 1 eine Potenz von 2 ist; und ihnen gesellen sich dann 
sofort noch diejenigen bei, welche aus jenen durch fortgesetzte Hal- 
bimng hervorgehen. 

Was nun zunächst diese letztere Aufgabe, der einen gegebenen 
Kreisbogen zu hälften, anlangt, so ist das dazu Erforderliche ohne 
Weiteres aus Nr. 3. zu entnehmen, wenn man in der dortigen Figur, 
den Punkt A ausser Acht lassend, den Bogen DD' als das Gegebene 
ansieht. 

Indessen ist es fflr den vorliegenden Zweck, namentlich vom 
praktischen Gesichtspunkte aus betrachtet, kaum nötig, von genannter 
Constraction irgend welchen Gebrauch zu machen ; denn Jetzt, wo die 
zu halbirenden Bogen principiell schon aliquote Teile der Peripherie 
sind, stellen sich, wie wir unter Nr. 22. näher sehen werden, meist 
von selbst erhebliche Vereinfachungen jenes allgemeinen Verfahrens 
ein. Zum Ueberfluss machen wir nur noch darauf aufmerksam, dass 
sich die Halbirung eines Kreisbogens als ein specieller Fall einem 
Probleme unterordnen lässt, mit dem wir uns sofort eingehender 
werden zu beschäftigen haben. 

Da nämlich in jenen Hauptfällen, wo n eine Primzahl der Form 
l4-2~ ist, die Theorie der Kreisteilung stets auf quadratische Glei- 
chungen zurückführt, so ist es hier von so wesentlichem Belang, Me- 
thoden ausfindig zu machen, wodurch man die Wurzeln solcher Glei- 
chungen mittels des Cirkels allein herstellen könne, selbstverständlich 
mit der Voraussetzung, dass dieselben reell sind. 

Die zu lösende Gleichung nehmen wir in einer der beiden Formen 

x*-f"fl* =* ^* oder x^-\-h^ -* cur 

als gegeben an, wo dann im letztem Falle a^2b sein muss. 

Die beiden Zahlen a und b seien durch die Entfernungen zweier 
gegebener Punktepaare dargestellt, AB = a, CD = h. 

Auch ist es gestattet, den Goefficienten a stets als positiv anzu- 
nehmen, denn eine Zeichen- Aenderung desselben hat nur zur Folge, 
dass die Wurzeln der Gleichung in ihr Entgegengesetztes übergehen, 
während die absoluten Längen der sie darstellenden Strecken, als 
worauf es hier vorzugsweise nur ankommen kann, unverändert bleiben. 
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(18). 

Um die Wurzeln von x^-j-oo; — 6' zu bestimmen, stelle man 
b » CD als Kathete eines im Uebrigen beliebigen rechtwinkligen 
Dreiecks CDE dar, coustmire in Bezug auf a « AB das Paar Spie- 
gelpunkte MM' in der Entfernung der andern Kathete DE und weiter 
wieder ein Paar Spiegelpunkte XY in Bezug auf MM' in der Ent- 
fernung der Hjrpotenuse CE. Man hat dann in AX und A Y oder 
auch in BX und BY die beiden verlangten Wurzeln. 

Denn legt man etwa von X aus eine Tangente XN an einen der 
Bogen AB^ so ist dieselbe =» CD und somit die mittlere Proportio- 
nale der beiden Strecken XB und BY. Folglich ist das Product 

XB.BY^b\ während Xö4-J3r=a.' 

Nur die Vorsicht ist zu beachten, dass 2DE > AB werde. 

Behufs Auflösung der andern Gleichung a;'-|-&' » ax hat man 
dieselbe Keihe von Operationen vorzunehmen, jedoch hier die Kathete 
DE und die Hypotenuse CE ihre Rollen vertauschen zu lassen. 

(19). 

Eine andere zu demselben Ziel fahrende Methode, welche nament- 
lich fUr den Fall der zweiten Form, der vorigen vorzuziehen sein 
kann, besteht darin, dass man an den einen Endpunkt von a, 
etwa A^ eine Richtung AE anbringt, welche gegen AB unter einem 
Winkel von 60^ geneigt ist, und nun diese Gerade AE von B aus 

mit einem Kreise des Halbmessers V a* — ä*, welcher in der Figur 
=» BX ^ BY sein möge, schneidet 

Alsdann repräsenUreu AX und A Y die gesuchten Wurzeln ; denn 
es ist 

AB^+AX^—^AB.AX.coseO^ « BX^ 
oder 

a*-f-a!* — ax =» a* — 6*, 

woraus folgt w. z. b. w. 

Wollte man ein analoges Verfahren auf die Form x*-{-ax =^ b^ 
anwenden, so brauchte man nur Va^—b^ durch Va^-^b* zu ersetzen. 



(20). 

Beide Methoden setzen voraus, dass das von x freie Glied der 
Gleichung in Form eines Quadrates (bb) gegeben sei, während die 
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im allgemeineD stattbafto Form desselben doch nur die eines znci- 
factorigen Productee (hß) ist. Wir mOsBen deshalb, ehe wir zu An- 
wendnngen fibergeben, QOch mit ein Paar Worten deijenigen Con- 
■tmction gedenken, wodnrch die hier nötige Umgestaltung za voll- 
lieheD ist, m. o. W. der HerstellDiig der mittlem Proportionale zweier 
gegebener Langen. 

Dabei dürfen wir uns gestatten, den ersten der zu diesem Ziele 
erfordarllcben Schritte bereits als geschehen anzusehen, indem wir 
annehmen, d&ss die bcideu Strecken in einer und derselben Richtung 
unmittelbar neben oder anf einander vorliegen. Dann ist der kürzeste 
nnter den verschiedenen znlltssigen Wegen wohl der folgende. 

Seien A, B, C drei in einer Richtung liegende Punkte und es 
floll das geometrische Uittel von AB und AB bestimmt werden. 

Zu der kleineren der beiden Entfernungen (AB) bestimme man 
irgend 2 Spiegelpunkte M, M' und ferner noch den Spiegelpunkt C 
des C in Bezug auf MM'. Wenn mau dann um C und C ein Paar 
Kreise mit den gleichen Halbmessern CA ^ C'B construirt, welche 
■ich in X schneiden, so ist AX oder BX die verlangte Strecke ; denn 
die gleichschenkligen Dreiecke ABX und AXC sind Ähnlich. 



<21). 

Um einem Kreise ein regelmässiges Fttnfeck einzuschreiben, ist 
es nötig, den Halbmesser im Yerb&ltniss des goldenen Schnitts zu 
zu teilen oder die Gleichung x*-\-x = 1 aufzulösen. 

Will man die Methode in Nr. 19. anwenden, so genügt es, vor- 
ausgesetzt, dass AB — 1 sei, BX " y2 zu machen. 

Anf Grund von Nr. 18. aber gelangt man zu folgender allge- 
meineren Yerfahrungs- Weise. 

Nimmt man den beliebigen Halbmesser 

AM—Vm, so ist MX — Vm+l 

ZQ machen. Für tn — 1 erh&lt man wieder die so eben angedeutete 
Constmction, nur in etwas anderer Anordnung. Es sei m — 3 
gewählt, so dass 

AM — CC und MX — CD. 

Man hat in AX und BX die L&ngen (71+yö):2. 



r- 
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(22). 

Stellen wir nunmehr kurz diejenigen Regeln zusammen, mittels 
welcher die Teilung des Kreises in n gleiche Teile ausgeführt werden 
kann in allen denjenigen Fällen, wo n in 120 aufgeht. 

Zuvörderst bestimme man von dem gegebenen Halbmesser AB 
ausgehend ein System aequidistanter Punkte Ay B^ C, C\ Z>, Z/, E 
u. s. w. , alsdann den Seitenpunkt F zu DE in der Entfernung 
CC^=: AB,y3y und eben so den Seitenpunkt Jzu DD* in der Ent- 
fernung CF= AB.y2. 

Schneidet man nun von A und B aus die Kreise, worauf sie sich 
befinden, mit der Länge AB.y2 bzhw. in G und H^ so hat man in 
AG und BF ein Paar Bogen von 90*. 

Den Bogen AK — 36* findet man, indem man AK = JB und 
ebenso AL -= 72*, indem man JL = AB oder auch AL « JG macht. 

Schneidet man femer von H aus den Kreis um B mit der Länge 
CC« ABy^ in M, so ist 6?3f = 45*; denn HB*+BM* « C*C^. 

Werden endlich noch zu K und L ihre Spiegelpunkte K^ und 
L' in Bezug auf GG' bestimmt, so hat man in den aufeinander fol- 
genden Bogen AK, KC, CL, LG, GL\ Ü D, DM, MK' bzhw. solche 
von 36*, 24*, 12*, 18*, 18*, 12*, 15*, 9*, welchen sich dann mittels 
Substractioo etwa der beiden vorletzten auch derjenige von 3* noch 
leicht hinzufügen lässt. 

(23). 

Mehr des theoretischen Interesses halber, als um der praktischen 
Brauchbarkeit willen möge auch die Teilung des Kreises in 17 gleiche 
Teile hier Platz finden. 

Dieselbe beruht auf der Auflösung von vier quadratischen Glei- 
chungen, welche wir in folgender Form ansetzen: 

erstens: «j^-f-t/7 = 4; ihre positive Wurzel heisso w^, die ne- 
gative W2, 

zweitens: t^ — tw^ = 1; ihre positive Wurzel heisse t^, die ne- 
gative e,, 

drittens: i* — tWf =- 1; ihre positive Wurzel heisse t^, die ne- 
gative e,. 

Alsdann kann man als vierte eine der folgenden vier Gleichungen 
wählen: 



Bttiell: Grundz&ge tur Geometrie des CirktU. gX 

^— M+'i — O *«=<^+^«0 *«— «8« + *, = 

Die acht Wurzeln derselben geben die Längen von Sehnen ab, 
welche, im Kreise des Halbmessers 1 siebzehn mal wiederholt abge- 
tragen , eine ungerade Anzahl von halben Peripherien durchlaufen. 
Deuten wir letztere Anzahlen durch dem « angehängte Indices an, so 
sind die Wurzeln der ersten jener vier Gleichungen 8^ und «,3, die 
der zweiten #9 und — «,5, der dritten — «7 und — «n, der letzten 
«5 und — *5. 

Man wird demnach die nötigen Constructionen etwa in folgender 
Weise anordnen. Zuvörderst bildet man ein System aequidistanter 
Punkte, dessen Basis der Halbmesser AB => 1 ist. Ihm gehören in 
der Figur die mit Ä^ B^ C\ />, E bezeichneten Punkte an. 

Die Lösung der Gleichung w^-^ic ^ ^ geschieht nun dadurch, 
dass zu AB das Paar Seitenpunkte MM* in der Entfernung CC=V3 
und weiter zu MM' das Paar Seitenpunkte W^ W^ in der Entfernung 
Eiy= y? bestimmt wird. Dann ist 

^ IT, = u?! und AWf^ w^. 

Um die zweite und dritte Gleichung t'^—tw^l zu lösen, stelle 
man die Länge als Kathete eines Dreiecks dar, dessen beide andre 
Seiten y3 und 2 sind. Alsdann bestimme man sowohl zu AWy^ als 
VI AW^ ein Paar Seitenpunkte, bzhw. NN' und PP' in der Ent- 
fernung ys, und zu jedem dieser beiden Paare wiederum ein Paar 
Seitenpunkte, bzhw. T^T^ und T^T^ in der Entfernung 2. Demzu- 
folge ist 

AT^ = t^ AT^ = ^ AT^^t^ AT^^U 

Von den vier Gleichungen, deren Wurzeln die verlangten Sehnen 
liefern, sei die dritte gewählt: 

Um dieselbe lösen zu können, ist zuvor nötig, dass t^ in Form eines 
Quadrats gebracht werde; man hat also die mittlere Proportionale 
zu ATj^ und AB zu suchen. Zu dem Ende ist zu T^ der Spiegel - 
pnnkt Ti in Bezug auf DD' und alsdann zu T^T^ der Seitenpunkt 
Q in der Entfernung AT^ '^ B'T' genommen, in Folge dessen 

^Q = B'Q— y«, 
wird. 



j^ • - 



I 
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Nun üt mit Hülfe des GegeDpnnktes Q' des Q 
Strecke B'Q als Katbete des bei B' recbtwinkligen D 
dargestellt, mit dem Vorbedacbt, dass die Hypoteonse 
als die Hälfte von AT3 werde. Weiter ist in Bezog 
Paar Seiteopunkte UV in der Eotfernang QP not 
ein letztes Paar Seitenponkte S, und jS,, in Bezug au 
Eatferoung B'R constmirL 

Dadurch erhält man in AS, uud ASj^ ein Paar Se 
17mal wiederholt im Kreise des Halbmessers .i4if abgt 
einen Bogen von 7 . 160'> und 11.180** durchlaufe 
tragnngspunkto sind daher Eckpunkte des dem Kreis« 
benen regelra&ssigen 3leckB und geben somit auch 
17 eck ab. 
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IV. 

Beiträge zur Theorie der Convergenz 
unendlicher Reihen. 

Von 

Gustav Kohn, 

GjmDasiallehrer in Minden. 



§ 1. 

Die gebräuchlichen Kriterien Aber die Convergenz oder Divergenz 
der unendlichen Reihen mit positiven abnehmenden Gliedern von der 
Form 

ü"— •^+•4+ ••• +<*»•+ ••• 
(limuM = für n « od) 

zerfjBÜlen im wesentlichen: 

1) in solche, die sich auf die Veränderung des Gliedes un selbst, 

2) in solche, die sich auf die Veränderung des Quotieuten 



Un 



beziehen. 



Die Kriterien der ersten Art, wie sie von Cauchy, dann auch 
fär schwächere Grade der Convergenz und Divergenz von Morgan 
und nach des letzteren Vorgang in anderen Formen von Bertrand, 
Bonnet, Paucker^) angestellt wurden, finden ihren klarsten, dem 

1) Canchy, coors de analyte alg^brique p. 135. 

Morgan in seinem 18S9 zn London erschienen Lehrbuch der Differential- 
ond Integralrechnung. 
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ihnen zu Grunde liegenden Princip der Reihenvergleichung ent- 
sprechenden Ausdruck bei Bonnet: 

Die Reihe mit dem Glied un ist convergent, wenn von einem 
bestimmten Werte des n an beständig bleibt 

die Reihe ist divergent, wenn 

ö ö ö 

WO d und k positive endliche Zahlen bedeuten. 

Ueber die Convergenz oder Divergenz deijenigen Reihen, welche 
zur Aufstelluug der erwähnten Kriterien benutzt worden sind, Hess 
sich entscheiden durch zwei Sätze von Cauchy'): 

Die Reihen 
und 

convergiren oder divergiren gleichzeitig, wenn a eine ganze Zahl 
ist; und 

Ist /(x) eine stetige Function von », welche von einem be- 
stimmten Werte an, z. B. /(l), dasselbe Vorzeichen behält und ab- 
nimmt ohne Aufhören mit -, so convergirt oder divergirt die Reihe 

/(l) + A2) + ...-h/(n)+... 
gleichzeitig mit der primitiven Function F{x), 



Bertrand, r^gles tnr In convorgence des s^rfps. LiooTille's Journal Ser. I. 
Bd. 7. p. 35. 

Bonnet, note snr la convergence et la divergenoe des s^ries. Liouv. Joarn. 
Ser. 1. Bd. 8. p. 77. 

Paucker, note relative k quelqnes r^gles mr la convergence des s^ries. 
Crelle's Jonrn. Bd. 42. p. 138. 

1) Cauchy, cours d'analyso alg. p. 135. und sur la convergence des s^ries. 
Exercices de math. Bd. 2. p. 221. 
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Elin die Convergenz oder Divergenz aller Reihen entscheidendes 
Kriterium der ersten Art in specieller Form aufzustellen, wäre nur 
dann möglich, wenn eine Reihe V bekannt wäre der Art, dass, wenn 
man 

setzte, die Reihe ?7 jedesmal divergirte, sobald 

in allen andern Fällen aber convergirte; oder, dass ü convergirte, 
sobald 

lim Qh = 0, 

in allen andern Fällen aber divergirte. Es würde dann das eine Mal 
V den denkbar geringsten Grad der Convergenz, das andre Mal den 
denkbar geringsten Grad der Divergenz besitzen. Dass eine derartige 
Reihe nicht existirt, ist schon von Abel*) nachgewiesen worden. 
Auch eine fortgesetzte Anwendung der logarithmischen Kriterien ge- 
nügt nicht, um alle Fälle der Convergenz und Divergenz zu er- 
schöpfen^). — Einen allgemeioen Ausdruck für den Gedanken, auf 
dessen Anwendung in specicUen Fällen die gebräuchlichen Kriterien 
der ersten Art beruhen, giebt du Bois-Reymond ') : 

Bringt man das Glied un irgend einer Reihe ü auf die Form 

f {^(n)-F(n+l)}, 

80 convergirt die Reihe U stets, wenn die Differenzen V{n) — F(n-f-l) 
ihr Vorzeichen nicht wechseln, lim F(n) endlich und limA« nicht 
gleich Null wird; sie divergirt stets, wenn die Differenzen VM — 
K(n-f-l) ihr Vorzeichen nicht wechseln, limF(H) unendlich gross 
und lim Am nicht unendlich ist. Ungewissheit herrscht in dem Fall, 
dass limK(») nicht unendlich und lim An Null oder limF(w) unend- 
lich und lim An unendlich wird. 



1) Abel, note sur Ic memoire de M. Olivier ayant pour titre „remarques 
8ur les s^ries infinies etc.". Crelle's Journ. Bd. 3. p, 79. — Olivier hatte, 
Bd. 2. desselben Journals, p. 35. geglaubt, die Convergenz von Reihen auf die 
einzige notwendige und hinreichendo Bedingung zurückführen zu kOnneu, dass 

lim(ntiM) "=» 0. 

2) du Bois-Reymond , eine neue Theorie der Convergenz und Divergenz 
von Reihen mit positiven Gliedern. Crelle's Journ. Bd. 76. p. 61. 

3) du Bois-Reymond, 1. c. 

5 
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Man erh&lt Kriterien für immer schwächer werdende Grade der 
Convergenz oder Divergenz, wenn man für V(n) eine Folge van 
immer schwächer abnehmenden oder zunehmenden Functionen setzt. 
Indem du Bois-Reymond als solche Folge von Functionen wählte 

WO o eine positive endliehe Zahl , ergeben sich die bekannten , vod 
Cauchy, Morgan etc. gebildeten Kriterien. 

Auch die gebräächlichen Kriterien der zweiten Art, welche den 

Ansdruck lim oder lim zum Gegenstand haben, sind in den 

verschiedenen Formen , in denen sie aufgestellt wurden von Raabe, 
Duhamel, Bertrand, Bonnet, Paucker, Catalan ^) , gebildet auf Grund 
der Vergleichung mit den entsprechenden Ausdrücken derselben 
Reihen, welche die Kriterien der ersten Art lieferten. 

Schon 1B35 hatte übrigens Kummer ^) ein allgemeines Kriterium 
der zweiten Art aufgestellt, welches sich allerdings nur auf den Fall 
der Convergenz bezieht, worin die sämmtlichen übrigen Kriterienf 
teilweise in den ihnen eigenen Formen enthalten sind. Dieses Kri- 
terium stimmt überein mit dem einen Teil des von du Bois-Reymond 
aus seinem allgemeinen Kriterium erster Art dadurch abgeleiteten, 
dass er seine Function V(n) setzt 

V(n) «= unq>(n). 

[lim q>{n) « oo]. 

Es soll nun im Folgenden gezeigt werden , wie aus jeder Reihe 
neue Reihen abgeleitet werden können, welche, im Falle der Con- 
vergenz der ursprünglichen Reihe, je nach der Beschaffenheit einer 
einzuführenden Function, schwächer oder stärker convergiren, im 



1) Raabe, Untersuchungen über die Convergcns and Divergens der Reihon- 
ZeiUchr. für Math, and Physik, herausgegeben von Baumgartner und v. Ettings- 
hausen. Bd. 20. p. 41. 

Duhamel, noavelle r^les sur la convergence des sdries. Liouy. Joum. 
Bd. 4. p. 314. 
Bertrand 1. c. 
Bonnet 1. c. 
Paucker 1. c. 
Catalan, tralt^ ^l^mentaire des f^ries p. 23. 

2) Kummer, Ueber die Convergenz und Divergenz der unendlichen Reihen. 
Crelle's Joum. Bd. 13. p. 171. 
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Falle der Divergenz schwächer oder stärker divergiren, nnd welche 
so ein neues allgemeines Kriterium der ersten Art ergeben, das in- 
sofern auch Verwandtschaft mit den Kriterien der zweiten Art hat, 

als man den charakteristischen Ausdruck derselben ersetzt durch 

, wo/(n) eine Function ist, welche gleichtig mit n unendlich 



gross wird. 



§2. 



I) Lehrsatz: Wenn u eine Function von x ist, welche von 

einem bestimmten Wert der unabhängigen Veränderlichen an, z. B. 

aj=l, eindeutig, stetig und positiv ist, welche überdies derartig 

fällt, dass 

limwx -=»0 für « « 0; 

wenn femer f{x) eine eindeutige, positive, für endliche Werte von 
X endliche Function ist, welche gleichzeitig mit x unendlich wird; 
dann divergirt im Fall der Divergenz von 

auch die Reihe 

{A2)-/(l)}u/(i)+l/^(3)-/(2)}u/(2)+ . . . 

im Fall der Convergenz von U convergirt auch die Reihe 

{/(2)-.m)|i*/(2)+{/(3)~ A2)}ti/(8) + . . . 

+ {f(n+l)-Ae)\ufn^i+ . . . 

Beweis: Denkt man sich der Reihe nach die Werte der Func- 
tion ux von x « 1 an als Ordinaten aufgetragen, so bilden die Eck- 
punkte derselben eine Curve, welche sich immermehr der Abcissenaxe 
nähert. Bezeichnet man die Fläche, welche eingeschlossen ist von 
der Abscissenaxe, von den Ordinaten 1 und x und von der Curve 
durch tr«, 80 ist 

Somit wird ir«, gleichzeitig mit U unendlich werden oder endlich 
bleiben ^). In folge der für f(n) gemachten Voraussetzung wird Mf») 
mit tr« und also auch mit ü unendlich werden oder endlich bleiben. 



1) VergL hierco CtMchj, tnr U convergence des t^ries. Exerc de mAtb. 
Bd. n. p. SSI. 
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Ferner ist 

1/^(2) -y(l)|tt/(l) > .r/,2)-tr/(i, > {A2)-/(l)|u/(2) 
{/(3)-/(2)|u/(2) > tr/(s)-«-/(2, >iA3)— /(2)!u/(8) 

• • • 

• • • 

• • • 

>{/(n+l)--/tn)}u/(^+l„ 
somit 

M 

-2^ [{/(« + !) — /Wt»/(H-1) > W/(n+l) — tr/(l) 

> i[|/(n+l)-/(n)}ti/(^+i)], 

woraus sich die Behauptung ohne Weiteres ergiebt 
Anmerkung: Es ist 

w/(*»){/(w+ !)—/(«) I = u/in) j,j ^^ __j,^^ __ j^ . . .{/(n)— /(w— 1)} . 
In allen Fällen, in welchen 

/(n+l)-A n) ' 

/(n)-/(n-l) 

Stets kleiner als eine endliche Grösse k und stets grösser als eine 
von Null verschiedene positive Grösse k^ ist, d. h. 

A^it^mK/W- An-1)} < ti/(«) {/(n- D- An)} 

<A:t*/(n){/-(n)-/(n~l)}, 

wird 

Arj^Sfu/cn+i) {/(n+ l)-/(n)}] < 2:[tt/(^) {/(n+l)-/(n)}] 
1 2 

< fc"£[ti/(«-|.i){/(n + l)~/^(n)}]. 

Es convergiren oder divergiren demnach unter der gemachten Vor- 
aussetzung gleichzeitig mit Sicherheit die Reihen 

^Ufin){nn+l)-f(n)]l Eun, -S[u/(.fi,){/(n+l)-/(n)|]. 

II) Anwendungen. 

1) Setzt man 

ytaj)-=a'(a>l), 

so wird 
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/•(n-f 1)— /(n) « a»*+l — a»« = a"(a— 1), 
/•(n+1) — /(n) a»+l — a" a»(a — 1) 



^/in){f(n+l)—f(n)} = t*a"(a*»^i--a»«) — (a — l)a*«Mo'*. 

Da der coDStante Factor (a — 1) in Bücksicht auf die Convergenz 
oder Divergenz ohne Einfluss ist, so convergiren oder divergiren 
gleichzeitig die Reihen 

«*i + «*i+ • • • +«*»•+ • • • 
und 

Für ein ganzzahliges b erhält man hieraus den p. 2. erwähnten 
Satz Caachy's. 

2) Die Reihe 

a-f-a*-f-a^-f- . . . -["^•»+ . . . 

convergirt, wie bekanntlich durch Summirung unmittelbar zu finden, 

wenn 

•• a<l; 
sie divergirt, wenn 

a ^ oder > 1 
ist. Setzt man 

so wird 



n 



»+!)-/(») = «»+!)-«») = ^(l + ^) = ^- ^«+ •• • 



lim fii -= für n«OD; 






Nun ist aber einerseits 



V+n-l) 



andererseits 
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/ 1 \ ^ 1 



'(>+.-^.) .-^.' 



1_1 



1 ""WJ' 



n-^1 



folglich 






\ ' n — a) 
Man erhält demgemäss anter denselben Bedingungen, wie fttr 

> und 

S — . Setzt man 

n 

n *=» 
SO ist 



n «= eK 



a<M 1 

n ** 

Im Falle der Convergenz ist la stets negativ, im Falle der Di- 
vergenz Null oder positiv. Nennt mau a den absoluten Wert von 
la^ SO erhält man die Convergenz von 

die Divergenz 

und 

1 1 

^ I 21— a 1 • • • I 1,1— o "!"••• 

3) Setzt man in den zuletzt genannten Reihen wieder 

fix) » Ix, 



f 
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Bo orhftlt mau nnmittelbu die Comergenz von 



und, wenD man in gleicher Weise fortfährt, diejenigen von 



dagegen die Divergenz von 



nW, . . . (fc»)'+' ■ 


.toi,. . . . u 


• 



4) Ist ip(x) eine eindenüge endliche Function von x, und con- 
vergirt oder divergirt die Reibe 

^ 1 

so convargiren oder divergiren gleichzeitig anch die Reihen 

»(In)i+?W «MW+fC"'' ■■■' 

wie unmittelbar folgt, wenn man wieder 

fix) - Ix 

wählt. Dnrch dieselbe Einsetzung ist aus der Convergcnz oder Di- 
vergenz der Reihen 



t schliessen aaf das entsprechende Verhalten von 



Bin^«^n{Z4n)'+fl'i">' 



5) Geht man von den unter 3) abgeleiteten Reihen aas und 
setzt man 



72 Kohn: Beiträgt zur Thiorie der Convergem unendticher Reihen. 

80 convergirt immer die Reihe mit dem Glied 

F(«+1)-K(n) 



V(n-l)lV(n+l)ltV(n-\-l) . . . (/sF(n+l))J+«' 
dagegen die Reihe mit dem Glied 

V(n-{-l)-V(n) 



Vln)lV(n)l,V(n)... (hV{n))l+' 



nur dann mit Sicherheit, wenn 

^ < K(«) - Fc"-^) < ^ W. p. 68). 
Es divergiren immer die Reihen 

F(n+1)-F(n) 



und 



Wenn gleichzeitig 



V(n)lV(n)l^V{n) . . . lrV(n) 

V(n + 1) V(n) 

V(n)lV(n)l^V{n) . . . (lrV(n))^-<^ 



7(n)~K(n + l) 



SO divergiren mit Sicherheit auch 

y V(n+1)-V(n) 

und 



V(n+l)lV(n + l) .,.lr V{n+1) 
F(n+1) — K(n) 



V{n+l)lV{n+l)liV(n^l) . . . (/r K(n+l))l-* 



Setzt man 



r(n) = 



«p(n)' 



wo also q)(n) mit wachsendem n sich der Grenze Null nähert, so 
convergirt stets die Reihe mit dem Glied 

V(n) — g>(n+l) 






es convergirt ebenfalls stets diejenige mit dem Glied 



^ 



,► ^' 
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g>(n) — g>(n+l) 



1-«; 



desgleicheD, solange -7—xTv kleiner bleibt als eine endliche Grösse 
k^ die Reihen 



und 



sowie 



nnd 



9>(w) ^ zrr^ . . .Ir 



tp{a) ' ' <p(n) 
V(n) — g)(n+l) 



y(n) — y(n+l) 



1-a 



g)(n+l) 



<p(n)— v(n+l) 



„, . , 1 , y(n+l) / ; _J_V-" 



§3. 

Es mögen zunächst einige Bemerkungen Platz finden, welche der 
p. 65. citirten Abhandlnng dn Bois-Beymond's entnommen sind oder 
sich doch unmittelbar auf dieselbe stützen. 



1) Wenn das Glied einer Reihe auf die Form gebracht werden 



kann 



Un ^^{{V{n)^V(n + \)), 



und wenn p von Null und unendlich verschieden ist, so ist die Func- 
tion V(n) das Mass f&r die Convergenz oder Divergenz der Reihe ^1%. 

Bezeichnet man nämlich mit Sn die Summe der n ersten Glie- 
der, mit Rn den Rest der Reihe, so ist im Fall der Divergenz 



lim 



im Fall der Convergenz 



weder Null noch unendlich. 



lim 



Rn 



V{n) 



M 



...+«--1 
— ü^. 



■|-"«+a+ . 
■ K.+1 , ■ 



chenden AnsdrQcke einer zweiten 
er divergeuten Reihe SSv^ durch 



ze, BO würde im Fall der Diver- 



■ lim'^ 



)!+»,+ ...+V, 



9t ■ ■ ■ 0H-1, welcher mit diesen 
uuuiiciicn Grenze bleihen ninss. 

Im Fall der Convergenz würde man entsprechend haben 

h™ ^" _ u« "" + "i.n+' ■ = _ ,;„ P■.p^4■P'^^^l■''.^■l+--- 
hmy^ = hm ,;;^':;;^^;:f:^ - Um — ^-j-^^_^ 

wo fOr f dasselbe gilt wie vorher. 
Wenn 



76 Kohn: /Seiträge zur ITieorit der Convergem unendlicher Reihen. 



und wenn k eine von Nnll und unendlich verschiedene Grösse ist, so 
kann auch, wenn sich — einer bestimmten Grenze nähert, diese 
keine andere sein als k. 

Gesetzt, es sei 

lim-«ife±d. 



Im Fall der Divergenz kann man n und m gleichzeitig anendlich 
werden, aber so gegen einander wachsen lassen, dass sowohl 



lim 



als auch 



lim 



wird. 



£ Um 

m 
Zun 



n-1 
£ Vn 

m 

S Vn 

1 



00 



OD 



Nun ist 






m H— 1 

Zun + Zun 
' m-fl 

m n—l 

Zvh -^ Zvn 
1 m^l 

m 
Z Un 



Z Un 

"— m-l-l 



M-1 

Z Un 




n-l 

Z Vn 

m-l-l 



m 
Z Un 

lim =±1— 

m 
Z Va 

' !•— 1 

Z Vn 

m-l-l 



1, 
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wo die beiden Ui^leichheitszeichen dem Vorzeichen von S' 
sprechend sind and 

0<i'<d. 
Demnach wOrde sein 



liin^<(i±»') llnSr- 

was der Voranssetznng widerspricht 

Im Fall der Convergenz fllbrt unsere Annahme, wie leic 
ersehen, auf denselben Widerspruch mit der Voraussetzaug. 



so ist 

lim o« = 

füT alle Reiben, diejenigen allein ansgenommen, welche so starl 
vergiren, dass 

lim^^ < 1. 

Für divergente Reihen ist die Behauptung ohne weiterem 
Es braucht nur noch der Fall 

hmUn — O 

bemnksichtigt zn werden. Fftr diesen folgt aus 



so ist 

Ferner h&t man 
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Nun ist an das Glied einer divergirenden Reihe *), somit 



daher aach 



an 



lim*^«l. 

Un 



Man kann demnach durch Anwendung von Functionen, welche nur 
so stark abnehmen, dass 

niemals gelangen zu Reihen, bei welchen 



ist. 

Wenn 



lim ^l 

Un 



lim «w > 



limi^<l, 



SO hat 



denselben Grad der Abnahme wie CL. d. h. es ist auch 



hm <* 1. 

Um ^ 



1) Ein Prodact Ton anendlich vielen Factoren 

-P=(l + a,)(l+a,)(l+a3)..., 

worin die Grössen a von einer bestimmten Stelle an dasselbe Vorzeichen be- 
halten, hat einen endlichen Wert, wenn an das Glied einer convergirenden 
Reihe ist; im entgegengesetzten Falle ist es entweder angleich oder gleich Null, 
jenachdem die Grössen a alle positiv oder negativ werden. (S. Kammer, über 
die Convergenz der anendlichen Reihen, Crelle's Joam. Bd. 13. p. 183). 

' Die obige Behanptang folgt sofort aas dem angegebenen Theorem , wenn 
man ün auf die Form bringt 

ün-U^ ^-^ ... j^ = üi(l-ir,)(l-«,) ... (1 -«»_l). 




d 
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§4. 

I. 1) Es werde zunächst die Reihe U divergent vorausgesetzt. 

Bezeichnet man wieder die Fläche, welche eingeschlossen ist von 
der Abscissenaxe, von den Ordinalen 1 nnd x und von der Corvo 
(s. Fig. 1. p. 5.), durch tr«, so ist nach § 2. I. 

oder 



Un>Wn> Un{l-'^A 



limTf^ — 1. 

t/n 



Bildet man femer eine Reihe V dergestalt, dass 

»2 = W/(3)--tiy(2) 
V8 = My(4)— tr/(3) 



so ist 
oder 



^1 +«'«+ • • • +^«-1 ■= «y(«) 

Endlich hat man 

{/•(n+1)— /(n) ju/(n) >tiy (n+l) — w/(H)> {/•(n+ 1)— /(n) }u/ (n+i) 

oder 

\f(n + l)^f(n)]uf^n) >vn> {/^(n+l)~/^(n)}u/(n-|-i,. 

2) Es sei die Reihe ü convergent 

Bezeichnet man den Wert, welchen die von der Ordinate «, der 
Abscissenaxe , der Gurve und der Ordinate a;-(-m eingeschlossene 
Fläche für ein über jede Grenze hinauswachsendes m annimmt, mit 
tc's, so ist 

oder 



«.>«'«> «.(i-^) 



Sieht man zunächst von deiigenigen Fällen der Convergenz ab, in 
welchen 
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SO ist für alle übrigen nach § 3. 4) 



somit 



lim^^-O, 



lim 77- — 1. 

Un 



Bildet man wieder eine Reihe V dergestalt, dass 

• • • 

\ I I 1 

80 erhält man 

oder 
und 

{/(n+1)— /(n) }i4/(n) > M> /(«)— tr'/(M+i)>| /(«+!)— /(w)}t*/(n f 1) 
oder 

{/^(n+l)-/(n)}ii/,(-)>i^>{/(n + l)-/(n)}tt/(«+l). 

II. Es sei Ton einem bestimmten Wert an 

/(n+1) -/(n) > 1, 
dann ist offenbar 

n 

grösser oder doch mindestens gleich 1. 

1) Wenn Un und t^M über jede Grenze hinaus wachsen, d. h. die 
Reihe ü divergirt, ist 

lim-!^^ 

Wn 

grösser oder mindestens gleich 1. 
Es war nun 



also 



1- **'« 1 



1) B$ wird sp&ter geteigt werden, dass auch Hir diese Reihen die absa- 
leitenden ConTergensregeln gftltig bleiben. 
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Hieraus ergiebt sich folgender Satz: 

Ist f(x} eine eindeutige, positive, fOr endliche Werte von 
X endliche Function, welche mit wachsendem x derartig zu- 
nimmt, dass von einem bestimmten Wert an beständig 

/(n-fl)-/(n)>l 

bleibt, so convergirt die Reihe 
sobald 

^^ {/(n+1) -/(n)}u/(,) 

sie divergirt, sobald 

j.^j {/(n+1) - f(n)]u/(n^i) ^ 

wird. 

Anmerkung: Wenn/(n4-l)— /(n) stets unter einer bestimmten 
endlichen Orösse k bleibt, ftlr welche man immer eine ganze Zahl 
annehmen kann; wenn femer durch /(n) — d die unmittelbar unter 
/(n) liegende ganze Zahl ausgedrückt wird, wobei nicht ansgeschlossen 
ist, dass d — wird, so ist u/(m) kleiner oder höchstens gleich 
••/(••) — *» somit 

Es ist aber 

Die einzelnen Factoren des Productes unterscheiden sich von der 
Einheit um negative Glieder, welche bei unendlich wachsendem « 
unendlich klein werden; da die Anzahl der Factoren endlich ist, wird 
sich auch das Product nur um eine unendlich kleine negative Grösse 
von der Einheit unterscheiden können. Andrerseits ist 

somit 

lim**^-^-!, 

S<'txt man daher in der tat die Divergenz gehenden Bedingung 
so kann 
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kleiner oder hCchBtens gleich 1 i: 

2) Wenn dagegen Un und w' 
Null nlLhern, d. b. die Reihe U c 

lim- 

grdsfler oder doch mindestens glei 

Es war aber 

also 

grftsier oder nundestens gleich 1. 
Daraas folgt nach S 3. 3) da 

lim - 



'Un—Unti 

grösser oder mindestens gleich 1 



ich 1 
he, znn&chst nac 

adestena gleich 1 

lebt sich folgende 

fix) eine eindenti 
lebe Function, we 
^«r von der B 
»n Werte an besi 

convergirt die R 
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^ {/(n + l)-/(n))u^n( 

sie divergirt, sobald 

wird. 
IV) 1) Wenn von einem bestimmten Werte an 

f(n+l)-/(n)>l 

bleibt, und wenn die Reibe mit dem Gliede u'n stärker divergirt als 
diejenige mit dem Oliede tii», so ist 



{/(n+l)-/(n)}ii^y(M-i) 



lim 



u'n 



grdsser oder mindestens gleich 1. 
Denn es ist 

lim tt; — tt; — tt-ti — hm 



}/(n+ 1) — /(n) }tt/(wH) t*/(n-n) ' 

tiM Um 

Da nnn u'x weniger stark abnimmt als ux, so wird mit wachsen- 
dem n 

somit 

lim 

grösser oder mindestens gleich 1. 

Wenn die Reihe mit dem Glied u'm stärker convergirt als die- 
jenige mit dem Glied unj so ist 

hm 



\f{n+l)-fln)\uf^n) 




oder Iköehstens gleich 1. 



\jiti dem des ersten Falles durchaus analog. 
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2) Wenn von einem beatimmten Werte an 

/(fl+l)-/(«)<l 
ibt, 80 ist 



'"" {/("+l)-/(n)«y) > 

wenn die Reihe V stärker divergirt als U, kleiner oder höcbstens 
gleich 1; wenn U' starker convergirt als U, gr&sser oder mindestens 
gleich 1. 

Der Beweis nird wie ad 1) gefOhrt. 

Wenn daher fOr irgend welche Reibe eine Fnnction /■ gefanden 
ist, deren Anwendung eine Entscheidung über die Convergenz oder 
Divergenz gestattet, so entscheidet die Anwendung derselben Fonction 
anch für jede Reihe, welche stärker divergirt oder stärker convergirt 
als die erstere. 

7) Es werde gesetzt, einmal 

/{«) - v(»), 
das ftudre Mal 

/(") - »Wl 

es sei ferner von einem bestimmten Werte an 

T(n+l)-T(n)>*(n + l)-i|.(.) 
und daher 

1,™»'»' 



Im Falle der Divergent t(hi U ist, wenn die Bezeichnnngen 
. I. angewandt werden, 

■|-1)-9(»)1>»?(H 
+1)— iC(n)|a,fr,»)>w 



3i« FDüctioDCD 9(n) nn 
I Bedingnng«a tn erffilli 

9(n+l)-v(n 

n g«wiueD Warte an gi 
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Nun ist aber 



(^_wya)\ 



hm——' und hm ^ 'il'r;:^' 

somit aach 

grösser oder mindestens gleich 1, woraus folgt, dass für jede diver- 
gente Beüie U 

lim t^^^+^^"-^^^)^^<'*) 

{Hf(n + 1) — t^ (n) }t»^r(,»|f 1 

grösser oder mindestens gleich 1 ist 

2) Im Fall der Convergenz von U erhält man entsprechend, 
wie in Rücksicht auf § 4. I. 2) ohne weiteres klar ist, dass 

^^ {y(n + l)— y(n)}tty(H4-i) 

kleiner oder höchstens gleich 1 ist. 

Amnerkong: Wenn (p(n-]-l)'-'g>(n) und demnach auch ip(n-}-l) 
— i^(ii) stets unterhalb einer endlichen Grenze k bleiben, so kann, 
wie ans § 4. II) Anm. unmittelbar folgt, sowohl 

lim ' ^^^ "^ ^^ — qp(«) }«*9(H- 



{t^ (••+ 1) — -<; (n) }tt,p(H+i) 
als aach 

lim ^ ^^^^^^ '^ 9M}^in+i) 

ersetzt werden durch 

^ {y(n+l)— y(n)}t*y(H) 
{t(;(n + l)— t(;(n)}tt,|,(H)* 

VI) Mit Hilfe der unter lY) und V) abgeleiteten Sätze lässt 
sich nun zeigen, dass die unter 11) und III) gebildeten Gonvergenz- 
r^eln auch ihre Gflltigkeit behalten für die Reihen, bei denen 

lim^^^^<l 

bleibt; sodass also die durch den Ausschluss dieser Reihen der An- 
der Kriterien notwendig vorangehende Untersuchung des 

OS wegfallen kann. 




4 
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1) Wenn von einem bestiinintoi Werte an 

/(«+!)-/(") >1 

bleibt, Bo folgt kUB der Ableitnng in II) 2), dass, 
convergenten Reihen auch hier 

li^ iAn+l)-/(")}"/C+l) 

er oder hAchstens gleich 1 sein kann. 

lilllS;>0 

t, Btatt 



ter gleich 1, wodurch an der weiterei 
Lndert wird. 

Last sich abrigens leicht zeigen, dass, s 

liml/(n+l)-A»)l>l 
Le Reihen der zu betrachtenden Art tU 



i setzt man 

lim«n>0, 
< « < Um«», 
rgirt die Rdhe U stärker als ditge 
I Fftr die letztere wird aber 

r(n+l)-/(>.)iw'/ [.fl, l/O' + il-Zl 
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Ulll|f(» + l)-rt»))-», 

M Wird 

tf(.+ l)-fM\a + ,y {/(.+l)-A-.)la+<r)A W 

Der ADsdnck rechts bat a])er die Null zur Grenze, man erbalt also 
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setzt, 

limx(n) *>0D. 

Fahrt man, wie nnter 1) die schwächer convergirende Reihe mit 

dem Glied u'n — jti — ^ eio, dami ist 

Der letzte Ansdrack wächst aber über jede Grenze hinaas, somit aoch 

Es sei schliesslich 

\im\f(n + l)-f(n)\ = 0. 

Die Reihe mit dem Glied i*'« =» -j^, für welche 

,. t*'n+l . 

lim — ,— = 1, 

convergirt schwächer als die Reihe U; für welche 

lim^^^^<l 

bleibt. Setzt man für die erstere Reihe 

f(n) - ßn 

0<j8<l, 
so wird 

stets grösser sein als die Einheit. Es vdrd also, wenn 

limiAn+l)-/*(n)}«0 

und daher 

fM < ßn, 

erst recht sein 



\f(n+l)-f(n)\u %) 



Hm 



also auch nach lY) 2) 
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daher 

In Bezug auf die Reihe ^^^^^f^y^a "» 

and 
also 

III) Wttrde die Anwendung von 

f(n) = !n 
führen za 

dann würde die Function wn so langsam zu- oder abnehmen, dass 

lim — = 1 

Wn 

werden würde. Denselben Grenzwert würde — haben, wenn m 

lfm ' 

irgend eine gleichzeitig mit n unendlich werdende Zahl bedeutet. 
Daraus folgt, dass auch 

lim-^ « 1 



sein würde, somit auch 



IT/ 

lim » *^ = 1 

r— 1 



^l^n 



Wn 

demselben Orenzwert sich nähern würde. 



Kakii: Btitrigt zw Titorit dtr ConmrgtiK uneadliehtr Riih4n. 95 

Entaprechend würde ancb 

.lim 5^ 
*/• 

and, wenn man e^ durch e," bezeichnet, 

,, 10," „ I«r_j" 

lim — ;,. • ■ - Um j- 

gleich 1 sein, Bomit auch 

lim — ~ nnd lim — ; 

In allen anderen F&llen der Convergenz oder Divergenz, in 
denen 

lim- 

grosser oder kleiner als 1 ist, genUgt demnach die Wahl von 
r(») = /". 
£8 folgt ans der vorhei^henden ErOrterong noch, dass, wenn 
diese Wahl nicht anareicht, anch die von l,", l^a, . . . 1^ keine Eot- 
Bcheidnng liefert. 

IV) Ans § 4) V) geht nnmittelhar hervor, d&BB die unter § 4. 
II) und III) ahgeleitoten Convergeuzregeln sich noch unter folgender 
form verallgemeinem lassen: 

Sind fi(x) und ^i*:) eindeatige, positive, für endliche 
Werte von x endliche, mit x nnendlich werdende Func- 
tionen; ist ferner von einem bestimmten Wert an 

9(" + l)-9'(n> P(n + 1)-F("), 

SO converglrt die Reihe U, sobald 



sie divergirt, sobald 
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V. 

Miscellen. 



1. 

Ueber allgemeine Flftehentheorle. 

Auf pag. 10. meines Werkchens: ,,Fnndamental8ätze d. allg. 
Flächeniheorie" findet sich vor: 



/ 



^Edu^+2Fdudv + Odv 



Vgdtt» + 2%du dv + ®dv 

Nnn bedarf aber dieser Aasdmck einer Berichtignng. 

Ich sagte an der betreffenden Stelle, dass da das dem ds der 
Fläche entsprechende Bogenelement der Einheitskugel ist and somit 
da sich ausdrücken lässt durch: 

da^ « &du^+2^dudv+®dvl 

Dies ist aber nicht richtig, da die im Punkte (u-^du, v-^-ih) 
zum Normalschnitte des Punktes (u, v) errichtete Normale nicht 
Flächennormale ist und somit das Bogenelement der Einheitskugel 
welches die Endpunkte der durch den Mittelpunkt derselben zur 
Flächennormale in (u, v) und zur genannten Normale parallel ge- 
zogenen Radien begrenzen, nicht das dem ds entsprechende Element 
ist und sonach die Grössen du, dv^ durch welche sich da ausdrückt, 
nicht dieselben sein können, welche in 

ds* — Edu* + 2Fdudv+€Mv* 
vorkommen. 



MiiceUen. 
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Nor dann, wenn der Normalschnitt in (u, v) so beschaffen ist, 
dass die im Pnnkte (u'\'du, v-\-€lv) zu jenem Normalschnitte ge- 
zogene Normale zugleich Flftchennormale ist, ist 



sonst aber ist: 



da« = (idu^+2^dudv+(ßd^y 



da^ = Cdui2-t-grfi»jdt>i4-®dV. 



Jedoch ist klar, dass, wenn du und dv gegeben sind, also ein 
bestimmter Normalschnitt vorliegt, jene Normale und somit der 
zn ihm parallele Radius der £inheitskugel gegeben sind; d. h. es ist 
dann in da^ ^^ ^u^^ -\-2%du^€lv^-{'@dv^ auch du^ und dv^ be- 
stimmt, oder dui und dv^ sind Functionen von du und dv. 

Das Problem lautet also: 

Der £rtlmmungsradius eines beliebigen Normalschnittes ist 
gegeben durch: 

_ -^Edu^ + ^Fdudv-^ Gdv* 
^ "" VeduiH2grfttidtJi + ®dv^ » ' 

wobei du^ und dv^ bestimmte Functionen von du und dv sind; 

der Krümmungsradius eines Normalschnittes, dessen Normale im 
Punkte (u-^-du^ v-^-dv) zugleich Flächennormale ist, ist gegeben 

durch: 

_ '^Edu'^'+^Fdudv'^ G dv^ , 

^ "" Verfu«+"8dttrfü -f- ®dv* * 

wir fragen nun: „Giebt es unter jenen Werten von p, deren zuge- 
höriges Wertsystem von du und dv so beschaffen ist, dass die diesen 
Grössen du und dv entsprechenden Grössen du^ dv^ die Werte 

du^ »» du^ dvi = dv 

haben, ein Maximum oder Minimum ? '^ 

. Die Lösung dieser Frage ist auf pag. 11. des genannten Werk- 
chens gegeben und die dem Maximum und Minimum entsprechenden 
Werte q wurden Haupt-Krümmungsradien genannt. 



Wien, 31. Mai 81. 



Eduard Mahler. 



TtULXTU. 
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1* {k — an)(n)K^(l — a)"-» + T(an — Äj)(n)»a*(l — a) 

— J V — an)(n)ia*(l — a)»»-* + 2 IT ((an — k)(n)k(^{l — a)»»-» 

Erstere Summe ist nach dem Vorigen mit Anwendung des binomi- 
schen Satzes » 0. Daher ist die gesuchte wahrscheinliche Differenz 

K=2 £ (an— Äj)(ii)»a*(l — a)»»-* (2) 

*— 

Um einen angenäherten Ausdruck fttr grosse n in entwickelter 

Form zu erhalten, nehmen wir an, dass die mittlere Zahl der in a 

enthaltenen Atome 

e ^* na 

bei wachsendem n constant bleibt, indem a verkleinert wird. 61. (2) 
lässt sich schreiben: 

-K'-^)"g=ir'(-i)('-0-(-^%-r 

Entwickelt man das allgemeine Glied der Reihe bis auf 2. Potenz 
von -, so findet man: 

-=('-^)(-^-(-*-i)(.--r 

'" n "•" n* 

Vermöge einer Eigenschaft der Binormalcoefficienten lässt sich dies 
zerlegen in 

Äi - iV»-i+^=^-^ + J-,{L(Jk-l)+l>»-[3(*-l), 

+2(ifc- l)]o+3(*-l),+2(*- l),j - Nk-i +A-B 
wo 

^ " ^+^tU*-i)c-(*-i).4-c-(*-i)} 



n ■ n' 



J 



■^ 
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Setzt man nmi 

80 wird 

ö-i - (1=1)1^ 
daher 

=. 3« — -Äft-i + Ok — ft-i 
Ist m die grösste ganze Zahlte, so hat man: 

= 2 (l - -Y £"{(Mk+ Ct) - (Aft-i + ft-i) l 
\ «/ »=o 

nnd zwar ist 

«-M^i I , mc—(m)t . ( w + l),c« — m{m)ie + 3(i»t)4 + 2(w), \ 



Dies eingef&hrt giebt: 



c^ I ■ 



Setzt man c — ■»+*, wo alao 0^ * < 1, so wird 

,«+i( 3«_f« , 21»«— 2 ».(l+9i»)L— (8-3t)t« ) 



. .•• • *• 
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MitMen. 



Die Klammer ist >^ 1 and wächst mit m, was bei hinreichender 

191 

Kleinheit von — oder a durch die Tenne höherer Ordnung nicht 
aufgehoben werden kann. Sie sei « l-f-d. Sei nun zugleich m und 
- sehr gross; dann hat man annähernd: 



n 
m 



(=)-yB 



m\ = 2(-| VRm 



m 



Dies eingeftthrt giebt: 

wo R einen rechten Winkel bezeichnet. 

Das Ergebniss bestätigt die gewöhnliche Annahme insoweit, als 
in der Tat innerhalb eines noch so kleinen Teiles des (jesammt- 
raums die wahrscheinliche Differenz der wirklichen und mittleren 
Atomzahl relativ zu dieser, wenn sie unendlich gross wird, ver- 
schwindet. Aber dieses Verschwinden geschieht nur im Verhältniss 
ihrer Quadratwurzel; die absolute wahrscheinliche Differenz ist 
selbst unendlich gross, wieder im Verhältniss jener Quadratwurzel. 

Hieraus ersieht man, dass die Annahme einer durch zufällige 
Bewegung herbeigeführten approximativen Ausgleichung einer sehr 
grossen Menge schon in Anwendung auf zwei der einfachsten Fragen 
bezüglich auf die eine richtig, auf die andre unrichtig ist. In An- 
wendung auf andere, hier nicht untersuchte Fragen bezüglich auf 
weniger einfache Fälle muss daher jene Annahme solange als völlig 
grundlos gelten, bis der Beweis geführt ist, dass die wahrscheinliche 
Abweichung verschwindet R Hoppe. 



3. 
Note BOT une classe de fonetions sym^triques. 

Soient yty$ - ' -tfv ^^s ü racines d'une 6quation 
et seit en outre pour une quelconque des valeurs t >=» 1, 2, . . . 9: 



je mc propose de d^terminer, m ilaut na nombre enticr et positif, 
la Bomme 

*i H »1 

en fonction des qnaDtät^s A^, Aj ... A^-i et R. 
Eiaminons d'abord la fonction Bym^triqne 

Jtf -*,»,...«,. 
En 4Iiminant y entre les £quations 

(J) * = Aa+A,v+Ats* + . . . ^,-iy»-' 

et 

(2) yf-R 

OD obticndra nno äqnadon du g'*™* degr^ en >, dont les racinos sont 
I,, I,, . . . Zf. Cette ^Dation ordonnäe suivant les pnlsunuOB di- 
croissantes de la variable i, anra poor tenne coostant 

Ponr troaver la r^snltant« des ^ualionB (1) et (3) on procMe, d'apr6a 
Caachy, de la mani^re snivante. On maltiplic la premiire par i/ ot od 
dednit de celle-ci et de la seconde cea q — 2 ^qnaüoas qni aoot toui 
du d^r^ s — l: 

^-1 _ Af-i3fi-^+ . . . A ^ y' + (A^—t)g 
1 "" —R 

A,.i»+Ai-t A^-»^'*+ ^. A,^+(A^-M)v 
, = -Ä 

Si l'on a4)Qint k celle*-d, apr^ le« avoir miMt totu fomw enti^e, 
r^qnatjon (1), on aon le tjttinie: 

'*f-iy*-'+^»»»-»+ . - - A^^-i-A^t+A^-' - 

R-*t-i »^*+ - - - Ä>«,>*+ Ä>*,r+Ä^ = 

e r- »*, - - - 1*-* e«tre <*« «i|«atioM fiwnrit b re- 
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-4^-1, -4,-a, 



-4,, -4o— », RAq-l 

Aq — Zy RAq—i^ RAq^2 



= 



Aq — x^ RAq-^i . • • ^A^j RA^^ RAi 
£n sabstituant dans äqnation » on aura la fonction 

Aq^h Aq^2i • • • A^y Au A^ 

-4g— 2, -4g— s, . . . Ai^ A^y RAq^i 

Aq—Zy Aq^iy , . . Aqj RAq^l^ RAq^2 



iV =• «1 »2 • • • *f '"' — 



Aq^ RAq~~iy . . . RA^^ RA^^ RA^ 



Soient r an nombre enüer positif et p an nombre cntier positif <l9 
on aara toojoors: 

donc: 

En introdaisant dans cette expression j-r aa liea de yP on obtient : 



dzi dz^ 



S« R^ 



dA, 



dZq i 

. a^p . dAp i 



oa 



S = i^ 



dAp 

IT 



Utrecht. Avril 1881. 



Dr. W. Kapteyn. 



4. 



Ueber einigre Etgrensehafteii der Kegelschnitte. 

Ist K irgend ein Kreis, welcher die Haaptaxe der Ellipse E in 
einem ihrer Scheitel, z. B. in ^ berührt, so schneiden sich die Tan- 
genten dieses Kreises aas den Brennpunkten / und f^ in einem 
Punkte m der Ellipse, denn es ergibt sich unmittelbar aus der Figur, 
dass m/-|-m/i =/4-f-/i-4 =• 2a. Ist o der Mittelpunkt von -S", so 
ist om die Tangente T der Ellipse E in m. Aus analogen Betracb- 



\ 
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tungen ergibt sich, dass die Leitstrahlen des Punktes m Tangfhiten 
eines Kreises K^ sein müssen, welcher die Hauptaxe im Scheitel A^ 
berührt und seinen Mittelpunkt w im Schnittpunkt von T mit S^ hat, 
wenn S^^ die Tangente der Ellipse im Scheitel A^ ist Die Geraden 
fo und fw sind normal, weil sie die Nebenvrinkel Afm und mfio 
halbiren, ebenso ist f^o normal zu fiw. Man schliesst daraus: Die 
Strecke otr, welche von den Tangenten S^ S^ in den Scheiteln der 
Hauptaxe auf irgend einer Tangente T begrenzt wird, projicirt sich 
aus einem Brennpunkte unter einem rechten Winkel. Die Punkte 
^^f'ifx Qi^cl tr liegen auf einem Kreise, der seinen Mittelpunkt in ^, 
dem Schnittpunkt von T mit der Nebenaxe hat. Nebenbei sei noch 
bemerkt, dass der Schnittpunkt t von T mit der Hauptaxe das äus- 
sere, und m das innere Aehnlichkeitscentrum von K und K-^ ist; die 
Punkte ^, ^, o^ w sind vier harmonische Punkte. 

Dem Dreiseite m/, m/i, /^^ lassen sich ausser den Kreisen K und 
K^ noch zwei Kreise einschreiben ; die Mittelpunkte o und o * dieser 
Kreise resulüren als Schnittpunkte von Geraden, welche die Punkte 
o und V) aus den Punkten / und f^ projiciren, sie liegen ausserdem 
noch in der Normalen N des Punktes m. In dem {^ vl* o w sind 
f, /i, m die Fusspunkte der drei Höhen, t^ der Halbirungspunkt der 
Seite o w. Diese vier Punkte , so wie auch die Mitten der 
Seiten oa* und m?«*, liegen auf einem Kreise*), der übrigens 
auch den Schnittpunkt n der Normalen N mit der Nebenaxe ent- 
halten muss, da letztere ein Durchmesser des Kreises ist und der 
Winkel «,mn9()<> beträgt. Daraus folgt: Der umschriebene Kreis des 
Dreiecks, welches durch die Tangente, Normale und die Nebenaxe 
gebildet wird, schneidet die Hauptaxe in den Brennpunkten. Be- 
schreibt der Punkt m die Ellipse E^ so erzeugt seine Tangente T 
auf den zwei Scheiteltangenten S und /S, zwei projectivische Punkt- 
reihen. Projicirt mau die Punktreihe S aus dem Brennpunkte ^j, 
die Punktreihe /S^ aus dem Punkte /*, so entstehen zwei projectivische 
Büschel, deren Erzeugniss, der geometrische Ort des Punktes o, eine 
Ellipse U sein wird. Den vereinigt liegenden Strahlen ff-^ und fj 
entspricht in jedem Büschel ein zu f{^ normaler Strahl, daher ist ff^ 
eine Axe von H^ f und ^ die Scheitel derselben. Projicirt man die 
Reihe S aus /, und S^ aus ^, so erhält man, als geometrischen Ort 
des Punktes «*, eine Ellipse H*^ welche ebenfalls die Punkte /"und 
/*! zu Scheitelpunkten hat. Die Mittelpunkte der den CsfJ^fi und 
fS^ f^ eingeschriebenen Kreise begrenzen die zweiten Axen der 
Ellipsen H und H*^ ihre absoluten Längen ergeben sich aus der 



^) Der Feaerbach'sche Kreis, siehe Steiner Geometrische Const. pag. 50. 
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bekannten Relation, zwischen dem Radius des einem Dreiecke am- 
geschriebenen Kreises and den Längen der Dreiecksseiten. Bezeichnet 
man die Länge der Axen von E mit 2a and 26, die lineare Excen- 
tricität mit 2c, and in analoger Weise mit 2o, 2j?, 2yvüid 2a*, 2ß*, 
2y» die gleichen Grössen der Ellipsen H and IT*, so erhält man: 

Ist n ein Pankt der Ellipse H respective H*, so kann man eine 
Normale N aus diesem Punkte an die Ellipse E construiren, indem 
man über n als Mittelpunkt einen Kreis beschreibt, welcher die 
Hauptaxen berührt; der Schnittpunkt der zwei durch /^ und /", gehen- 
den Tangenten des Kreises ist der Fusspunkt von N^). 

Fasst man eine der Ellipsen H oder IT '^ als gegeben auf, so 
gelangt man durch Umkehruog der früheren Betrachtungen zu folgen- 
dem Satze: 

Zieht man aus den Scheitelpunkten einer Axe Tangenten an 
einen Kreis iT, der diese Axe berührt und seinen Mittelpunkt a auf 
der Ellipse hat; so beschreibt der Schnittpunkt m dieser Tangenten, 
während a die Ellipse durchläuft, eine Ellipse E, welche die ge- 
nannten Scheitel zu Brennpunkten bat. 

Für die Hyperbel und Parabel ergeben sich aus ähnlichen Be- 
trachtungen analoge Sätze. 

Graz, März 1881. Josef Blaschke. 



5. 
Die Potenz eines Punktes in Bezug auf den Umkreis eines Dreieelu. 

Mit 

^0 Xh Xc 

pa ph Pe 

seien die trimetrischen Punktcoordinaten der Punkte X und P in der 
Ebene des Axendrciecks ABC(BC = a) bezeichnet. Der Umkreis 
dieses Dreiecks hat die Gleichung: 



1) Die Fussptinkto der drei aasser N noch möglichen Kormalen ergeben 
sich als Schnittpunkte eines Kreises mit E* Siehe: Eckardt in SchlOmilch's 
Zeitschrift f&r Math. u. Fh. IL Jahrg. 4. Heft. 
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Dieser Kreis werde von der Geraden 

Pb Pe 

zum zweitenmale in $a getroffen. 

Hieraus erhalten wir die Coordinaten von $a: 

^a = — aphpc Pbibpe+cph) pcibpe-i-cpb) 

Die Potenz des Punktes P in Bezug auf den Umkreis ist gleich dem 
Producte 

und mnss für einen Symmetriepunkt P eine symmetrische Function 
der o, 6, c sein. — Die Formel fttr die Distanz d der Punkte 

P^pa Pb pcy Q^qa qb qc 

lautet: 

abc£a(pbq — qbp)(pcq — qep) 

p^r 

p « £apJiy q = £aqa 

So findet man: 

be( — a*pbpe + h^bpe + C*p6 pe + ^^ P** + bcpe^) 



PA^ 



i^apa)^ 



Für P$a erhalten wir, indem wir in der allgemeinen Distanz- 
formel Q = $a setzen: 

go ■" — fipbpe 
qjb=^Pb(bpe+cpb) 
qe '^ peibpe-i-cpb) 

5 = — o!'pbpe'\'b*pbpe'{'C*pbPe'\'bcpb*'\'bcpe* 

pbq — qbp === — aphZapbpc 
peq — qep ■" "" ape£apbpe 

Paq — qap 

^b'^apbpe+c^(tpbpe'\'bcpapb*'\-bcpapc^'\-äbph^pc'\-acpbpe^ 
= (bp% 4- cpc) Sapbpe 

Diese Werte geben: 
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= a(£apipe)*[—a*ptpe-\-bpcl^pi-j-epc) + eph(l>pt-{-epe)'} 
= a(,£<^ipt)*[—a^pt+b*ptpc+e'pipc+bepii*-^bept^ 

Also ist: 

pffi-i a*be(£ap^pe)* 

^^' " {£apa)*[-a*pip,+l>»pipc+eiptp,~\-bcpt*-\-bcpt'] 

Sonach ist: 

Da fikr innere Punkte des Fundamentaldreiecks dieier Ansdnick po- 
sitiv ist; so hat man, da in diesem Falle die Potenz negatiT wird, 
demselben das Zeichen ~ vorzusetzen. 

Derselbe Wert fllr die Potenz von P wird auch erhalten, wenn 
man mittelst der allgemeinen Distanzformel die Differenz 



berechnet, wo ü nnd r Centmm und Radina des Umkreises be- 
zeichnen. 

Diese Formel kann dazn faenntzt werden, verschiedene symme- 
triscbe Ausdrücke zwischen den Grössen o, 6, c zu constmiren. So 
wird fOr P = J, dem Inkreiscentmm des Axendreiecks 

ahcSaphpe ahc 

Errichtet man auf der Verbindnngsgeraden des In- und Urakreis- 
centrums des Dreiecks ABC mit den Seiten a, b, c im Inkreiscentmm 
J eine Senkrechte, bis sie den Umkreis in D trifft; so ist 



'-K5 



Die geometrischen Oerter der Punkte, für welche 



Sbe(b'-\'e>—2a*)nxc- 



MiteelUn. 109 

für — ^Pi* 

Beide Kegelschnitte erweisen sich nach dem bekannten Kennzeichen 
als Kreise. Wir haben somit folgenden Satz: 

Ist ein beliebiges Dreieck einem Kreise eingeschrieben; so ist 
der Ort der Punkte, deren Potenzen in Bezug auf diesen Kreis gleich 
sind den Summen der Quadrate der Abstände dieser Punkte von den 
Ecken des Dreiecks, sowol für den Fall der äusseren als inneren 
Potenzen ein Kreis. 

Der Abstand des Punktes P von der (Geraden 
ist g^eben durch den Ausdruck: 

&f sei eine zweite (Gerade, ihre Gleichung laute: 

Ist w ein Proportionalitätsfactor und setzen wir: 
abe£axbXe 2F£a^xa 2F£a^Xa 

SO gewinnen wir folgenden leicht zu spedalisirenden Satz: 

Die Punkte, deren Potenzen in Bezug auf einen Kreis propor- 
tional sind den Rechtecken der Abstände dieser Punkte von zwei 
festen Oeraden in der Ebene des Kreises, liegen auf einem Kegel- 
schnitte. Diese Kegelschnitte gehen durch die vier Punkte, in wel- 
chen der gegebene Kreis von den beiden Geraden getroffen wird. 

Wien, Februar 1881. E mi 1 H a i n. 
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6. 

Eine Billftrd-Aiif8:ftbe. 

Auf einem Billard ABCD seien in M und N zwei Kageln. M 
wird parallel zu BC in der Richtung gegen N gestossen. Die Engel 
N soll zu gleicher Zeit so an die Wand BC gestossen werden , dass 
sie nach der Reflexion die Kugel M treffe. Nach welchem Punkte X 
der BC muss N gezielt werden , wenn angenommen wird , dass die 
Geschwindigkeiten der beiden Kugeln Jf, N gleich sind. 

Es sei: 

MM^ senkrecht auf BC^ MM^ » m 

NN^ senkrecht auf BC, NN^ = n, JJfjiVi «=» rf 

Die Geschwindigkeit der Kugeln sei c Beim Zusammenstosse, der 
in der Zeit t erfolge, befinde sich M in O. 

Ferner sei 00^ senkrecht auf BC, Dann hat man: 

OX. m ^„ t m»«. 

OX^-^, NX ""' 



Weiter gibt die Figur: 
d. i. 

Diese Gleichung liefert: 

* ^ 2cd 
Also ist: 

NX- """^ ^ <^+(«>+^ )'] 

n[d«-(m+ n)«] 
^^' "^ 2d(m+n) 



i 
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Far d = m+n wird Xitf, — 0. Die Formeln werden für den 
VvM, dBBs die OeGchwindigkeitea der beiden Kugeln nicht gleich 
sind, ebenso leicht erhalten; nur sind sie umfangreicher, da die 
Gr&aaeu e nicht ausfallen. 

Wien, MElrz 1861. 
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Ist einem Kreise ein Dreieck ABC eingeschrieben und halbirt 
man dessen Winkel durch die Kreissehnen Aa^ Bß, Cy: dann sind 
die Kreistangenten der Punkte a, /3, y beziehungsweise zu den Drei- 
ecksseiten: BC, CA^ AB parallel. 

Wenn man einem Kreise ein Dreieck ABC einschreibt und ein 
zweites Dreieck cfbc so umschreibt, dass ayb 1| AB^ bac J JBC, aßc \\ AC 
ist; dann halbiren die Kreissehucn aA^ ßB^ yC beziehungsweise die 
Dreieckswinkel A^ B^ C (und gehen demnach auch durch einen Punkt). 

Hat ein Sehnenviereck ABCD zwei gleiche Seiten DA und i>C, 
so bildet die Diagonale DB mit der zweiten Diagonale AC und der 
Tangente in D gleiche, mit der Diagonale AC und der Tangente in 
B entgegengesetzt gleiche Winkel. 



Nehmen wir an, dass der in Fig. 1. gezeichnete Kreis ein in der 
Papierfläche liegender grösster Kugelkreis ist, so können wir BF als 
die Tangentenebene der Kugel in B und AC als einen Kugelkreis 
betrachten, der auf der Zeichenfläche senkrecht steht Projiciren wir 
diesen Kreis AC und dem Projectionscentrum B nach A'C\ auf ein© 
zur Ebene BF parallele Projectionsebene PF: dann ist A'C' die 
stereographische Projection AC und muss nach obigem Satze ein 
Kreis sein, weil AC und A'C antiparallcle Schnitte des schiefen, 
projicirenden Kreiskegels BAC sind. (BD muss nämlich als Halbi- 
rungsgerade des Winkels der grössten und kleinsten Erzeugenden des 
Kegels BAC die Kegelachso sein : AC und A'B' bilden aber mit ihr 
entgegengesetzt gleiche Winkel und stehen auf der Ebene BAC 
senkrecht, erfüllen also die Bedingungen fttr Kreisschnitte des Kegels). 

Somit begründet vorgeführter Lehrsatz die für die stereographi- 
sche Projection wichtige Tatsache, dass der Kugelkreis ^C in der 
Projection wieder als Kreis A'C erscheint. 

Eisenstadt, Juli 1881. Franz Schiffner. 
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VI. 

Geschichtliche Entwickelung der mathematischen 
Elektricitätslehre und Bedeutung des Potentials 

für die letztere. 

Von 

August Kiel. 



Benutzte Litteratar: 

a) Elektrostatik von Kötteritsch. 

b) Anwendung der der mechanischen Wännetheorie zu Orunde lie- 
genden Priucipien auf die Elektricität von Clausius. 

c) Ableitung des Ohm'schen Gesetzes aus dem elektrost. Grund- 
gesetze: Kirchhoff. Poggend. Ann. Bd. 78. 

d) Die beiden Abhandlungen von Neumann in den Abhandlungen 
der Berliner Akademie vom Jahre 1845 u. vom Jahre 1847. 

e) Helmholtz: Borchardt's Journal Bd. 78. 



Zu den ersten Physikern, welche die Mathematik auf die Lehre 
von der Elektricität anwendeten, gehört Cavendish. Zur selben Zeit 
wie Cavendish veröffentlichte Aepinus ein tentamen theoriae electr. 
et magn. Er nahm dabei ein elekrisches Fluidum an und legte dem- 
selben die beiden Eigenschaften bei, dass sich seine Teilchen ent- 
weder mit einer Kraft anziehen, welche mit einer Verringerung ihres 
gegenseitigen Abstandes wächst, oder seine Teilchen sich andernfalls 
mit einer Kraft abstossen, welche demselben Gesetze folgt. Coulomb 
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präcisirte dieses Gesetz der gegenseitigen Anziehung, resp. Abstossung 
noch näher, indem er es als conform mit dem Newton'schen Gra- 
vitationsgesetze nachwies. Mit Hülfe dieser Yoranssetzang konnten 
die Gesetze der Verteilung, Anziehung und Abstossung untersucht 
werden. Wollte man jedoch die Berechnung auf einzelne Fälle an- 
wenden, so zeigten sich sehr viele analytische Schwierigkeiten. Die- 
selben wurden erst durch die späteren math. Arbeiten von Logendre 
und Laplace besiegt. Coulomb selbst wendete zwar mit vielem Scharf- 
sinn die analytischen Kunstgriffe seiner Zeit an, aber diese genügten 
noch nicht und er sah sich infolgedessen zu manchen nickt richtigen 
Annahmen genötigt, so dass seine Rechnungen zwar im Allgemeinen 
den Gang der Erscheinungen nachweisen, aber ohne dass eine völ- 
lige Uebereinstimmung stattfindet. 

Durch Poisson wurde dann zuerst der Gegenstand ausführlicher 
untersucht. Derselbe legte im Jahre 1811 der Pariser Akademie 2 
Abhandlungen vor, welche sich auf die Verteilung der Elektricität 
auf der Oberfläche von leitenden Kugeln beziehen, die vorher elektri- 
sirt und einander genähert worden sind. In ihrem Wesen beruhen 
diese Abhandlungen auf denselben Betrachtungen, wie sie in der 
Potentialtheorie zu Tage treten. Obwohl nun viele der in den vorher 
erwähnten Arbeiten angewendeten Methoden wegen ihrer El^;anz 
bemerkenswert sind, so waren dieselben doch nur ganz bestimmten 
Problemen angepasst, und es fehlte noch eine allgemeine Mehode, die 
sich in jedem Falle anwenden lässt Diesen Mangel empfand Niemand 
mehr als Green. Indem er nun über die Vorteile nachdachte, welche 
bei der Lösung vieler schwieriger mechanischer Probleme sich er- 
geben, wenn man von einer gesonderten Untersuchung jeder der 
Kräfte, welche auf die verschiedenen Körper eines Systems wirken, 
ganz absieht und seine Aufmerksamkeit ausschliesslich auf die Func- 
tion beschränkt, von deren Differentialien sie alle abhängen, befestigte 
sich in ihm immer mehr die Ueberzeugung, dass dasselbe Ver&hren 
auch in der Elektricitätslehre nur von dem grössten Erfolge sein 
könne, da ja hier dasselbe Grundgesetz wie in der Mechanik herrsche. 
Auf diese Weise wurde er zu der Untersuchung über die allgemeinen 
Beziehungen geführt, welche zwischen der genannten Function und 
der Elektricitätsmenge in den Körpern, von welcher sie abhängt, be- 
steht. Besonders die grossen Vorteile, welche Laplace im 3ten Buche 
der m^canique Celeste aus der Anwendung der dort gegebenen par» 
tiellen Differentialgleichung zweiten Grades von dieser Function ge- 
wonnen hat, erregten die ganze Aufmerksamkeit von Green und vtf* 
anlassten ihn, diese Gleichung seinem Zwecke dienstbar zu machen^ 
So wurde Green sowohl zu einer weiteren Ausbildung der Lehrsätze 
von dieser Function, welcher er den Namen „PotentialfunctioB" bei* 
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legte, geführt, als auch zu einer vorteilhaften Anwendung derselben 
auf die Elektricitätslchre. 

Von jener legt schon der Umstand Zeuguiss ab, ds^ss man einen 
Ton ihm aufgestellten Lehrsatz , der in der ganzen Potentialtheorie 
eine hervorragende Rolle spielt, nach ihm den Green'schen Satz be- 
nannt hat Bezüglich der Anwendung des Potentials auf die Elektri- 
citätslchre war er überhaupt der erste, welcher diese Function in 
dieselbe einführte. Es geschah dies in seiner ersten Abhandlung, 
welche er 1828 in Nottingham veröffentlichte und „lieber die An- 
wendung der Analysis auf die Theorie der Elektricität und des Magne- 
tismus^^ betitelte. Gerade das Potential war es, welches ihm zuerst 
eine solche Anwendung ermöglichte und zwar in einer fest begrün- 
deten und ausgedehnten Weise. Und was Green begonnen hat, ist 
durch die späteren Forschungen von F. E. Neumann, Kirchhoff, 
Helmholtz und Clausius mit dem schönsten Erfolge weiter geführt 
worden, so dass jetzt eine ziemlich fest abgeschlossene math. Theorie 
der Elektricität durch Einführung des Begriffs des Potentials in die- 
selbe geschaffen ist. Um dies darzutun, sollen die hauptsächlichsten 
Gesetze entwickelt werden, welche aus dem Begriffe des Potentials 
für die Elektricität abgeleitet wurden. 

Nennen wir das Potential einer elektrischen Masse, die in be- 
liebiger Weise durch einen Raum verteilt ist, ^, so sind: 

ox oy Cz 

die Anziehungscomponenten der elektrischen Masse auf den Punkt 
^^^y^z)' Da nun die Coordinatenaxen beliebig gelegt werden können, 
80 folgt daraus, dass die Anziehungscomponcnte nach einer beliebigen 

Kchtung n gleich: — -gr ist. 

Denkt man sich die Fläche tp » const durch einen beliebigen 
Punkt (x, y, z) hindurch gelegt, so ist k~ = 0, und mithin steht die 

Richtung der Eraftäusserung der elektrischen Masse auf diesen Punkt 
senkrecht auf der Fläche tp = const, vorausgesetzt natürlich, dass <p 
das Potential der elektrischen Masse in Beziehung auf den Punkt 
(«,^,2) ist Die Fläche q> «= const heisst eine Fläche gleichen Po- 
tentials. Ein System von solchen Flächen giebt leicht eine Anschau- 
QQg, wie die Grösse der Componente einer Kraft sich ändert. 

Denn besitzt eine Fläche das P^ "^re unendlich 

s* 




116 Kiel: Geachichtlkhe Entwickelung d. mathematischen EUktricitäUlehrt. 

nahe q>\ und sind beide um e von einander entfernt, so ist — - — 

die Grösse der Kraft in q>\ weil ja — g^ — ist. Da nun g> 

und (p' constant sind, so ist ersichtlich, dass fttr die verschiedenen 
Punkte der beiden Flächen die Kraft sich mit b ändert und zwar um- 
gekehrt proportional, also umgekehrt proportional mit dem Abstände 
der beiden Flächen. 

Diese Eigenschaft des Potentials macht dasselbe äusserst wichtig 
für alle Untersuchungen über die Verteilung der Elektricität. Vor 
Allem wollen wir den Gleichgewichtszustand in*8 Auge fassen. Da die 
Kraftäusserung nach einer beliebigen Richtung gleich der Aenderung 
des Potentials nach derselben ist, so erhellt daraus, dass, wenn diese 
Aenderung gleich Null ist, auch die Kraftäusserung verschwindet 

Wenn daher die Elektricität auf einem guten I^iter im Gleich- 
gewichte sein soll, so muss das Potential der auf ihm verbreiteten 
Elektricität für jeden Punkt im Leiter constant sein. Die Discussion 
dieser Bedingung q> >= const für den Gleichgewichtszustand ergiebt 
mannigfaltige Relationen. 

Nach dem Poisson'schen Satze ist für alle Punkte eines Leiters 

wo k die Dichtigkeit der Elektricität bedeutet. Da nun im Gleich- 
gewichtszustande q> = const ist, so muss anderseits : 

sein. Beides lässt sich nur dann mit einander verbinden, wenn Ic^O 
ist. Daher ist im Gleichgewichtszustande die Dichtigkeit der Elektri- 
cität im Inneren eines Leiters gleich Null und die Elektricität be- 
schränkt sich auf eine unendlich dünne Schicht an der Oberfläche. 

Da nun das Potential im Gleichgewichtszustände für alle Punkte 
der Oberfläche denselben constanten Wert besitzt, so ist dieselbe zu- 
gleich eine Niveaufläche der in ihr verbreiteten freien Elektricität. 
Durch diese Bedingung ist eine ganz eindeutig bestimmte Verteilung 
der Elektricität gegeben. Denn mit der Verteilung der Elektricitäts- 
menge ändert sich notwendig auch das Potential, mithin ist die Form 
der Niveaufläche, welche durch einen bestimmten Wert des Potentials 
gegeben ist, ebenfalls von der Verteilung der vorhandenen Elektri- 
citätsmenge abhängig. Daher kann auch umgekehrt einer gegebenen 
Niveaufläche nur eine bestimmte Verteilung entsprechen. 
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Wenn die Dichtigkeit einer anf einer Fläche ausgebreiteten elek- 
trischen Masse, welche wir korz mit Flächenelektricität bezeichnen 

Ä . ~ , wobei 

das Integral über die ganze Fläche, deren Element iis ist, auszu- 
dehnen ist, und r die jedesmalige Entfernung eines Elements von 
dem Punkte bedeutet, in Bezug auf welchen das Potential zu be- 
stimmen ist. Dasselbe ändert sich stetig, auch wenn der Punkt, auf 
den es sich bezieht, durch die Fläche hindurchgeht. Mit Hülfe des 
Potentials lässt sich nun im Falle des Gleichgewichts die Verteilung 
der Elektricität auf der Fläche leicht bestimmen. Es ist alsdann 
Dämlich das Potential fQr alle Punkte derselben constant. Aus dem 
Green'scheu Satze lässt sich ferner ableiten, dass das Potential inner- 
halb eines umschlossenen Raumes kein Maximum oder Minimum 
haben kann, sondern zwischen dem grössten und kleinsten Werte 
liegt, welchen dasselbe auf der Oberfläche hat Wenn daher das 
Potential auf der Oberfläche constant ist, so muss es für alle Punkte 
des von der Fläche umschlossenen Raumes denselben constanten Wert 
bebalten. Nun erleidet der erste Differentialquotient des Potentials 
bdm Durchgänge durch die Fläche eine Sprungdifferenz von — inh ; 
d. h. es ist: 

wo der Index (4*0) andeuten soll, dass der Punkt von Aussen, (— 0), 
dass er von Innen kommt. Da aber sowol für die Punkte der Fläche 
als auch für die des umschlossenen Raumes g> « const, mithin: 



©-. 



-0 



ist, so muss: 



©. 



sein. Da nun im Gleichgewichtszustande die freie Elektricität, wie 
wir oben gesehen haben, sich überhaupt nur auf der Oberfläche des 
elektrischen Körpers befindet, so ist durch die vorstehende Formol 
allgemein die Verteilung der Elektricität im Falle des Gleichgewichts 
bestimmt 

Derselbe Satz, welcher der Berechnung der Verteilung der Elek- 
tricität auf einem einzelnen Leiter zu Grunde liegt, setzt uns auch 
in den Stand, die Verteilung der Elektricitätsmenge auf 2 Leitern 
zu berechnen, die durch einen leitenden Draht verbunden sind. Da 
durch die leitende Verbindung die beiden Leiter zu einem einzigen 
vereinigt werden, so ist die Gleichgewichtsbedingung dieselbe wie für 
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den einzelaeo Leiter, d&s Potential der ganzen nleklriscbcD Hasse 
rnnas an jedem Punkt« im Innern und an der OberfiSche der ver- 
bundenen Leiter denselben conglanten Wert baben. Daraus ergiebt 
sich sofort ein allgemeiner Satz darüber, welcbe Ladung man einem 
gegebenen Leiter durch kurz dauernde Vert>indnng mit einem ge- 
ladenen Couductor erteilen kann. Während der VerbindiiQg gebt auf 
den Leiter eine solche Menge £lektricität Ober, dass das Potential 
der gesammten Etektricitat auf der Oberfläche des Conductors und 
des damit verbundenen Leiters denselben Wert hat. Wenn femer 
ein Leiter mit der Erde verbunden wird , so hat das Potential anf 
seiner Oberfläche den speciellen Wert Null, weil alsdann der Ge- 
gammt]eit«>r mit seinen DimonBionen so weit reicht, also r ungeheocr 
gro88 wird. Wenn aber ^ = 0, so auch A = 0. 

Die bis jetzt abgeleiteten Beziobungcn gelten fOr jeden Gleich- 
gewichtszustand. Bei der ferneren Eutwickclung unterscheiden wir 
die beiden Fälle: entweder der Leiter ist eiu einziger, isolirter, d.h. 
von allem Einflüsse fremder elektrischer Massen befreiter, oder er 
befindet sich in dem Wirkungskreis anderer clcktrischGr Massen. In 
jedem von diesen Fällen wird sich die ElektriciUt im Gleichgowicbts- 
zuatande anders anordnen. 

1) Ist ein Leiter isolirt, so muss, wie Kötteritsch iu seiner Elek- 
trostatik ausfuhrt, die Etektricitat auf dcinsolbeu tkberall einerlei 
Vorzeichen besitzen. Denn das Potential der elektrischen Oberfläche 
auf sich selbst: 

I und o' die Dichtigkeiten der Elektricit&t in den beiden Flächen- 
enten dt und (W bedeuten nnd r ihre gegenseitige Entfernung, 
ein Minimum sein nnd dies ist, wie ebenfalls Kötteritsch aus- 
, nur dann mOglich, wenn p und o' dasselbe Vorzeichen baben. 

2) Ist ein Leiter unter der Influenz eines anderen elektrischen 
ers, so braucht nicht die Elektricität auf dem Leiter nnr einerlei 
eichen zu haben. Ist zunächst der influenzirendo Körper ein 
tleiter, so muss im Zustande des Gleichgewichts die Potential- 
ion des Nichtleiters, vermehrt um die der Elektricität des Lei- 
fQr alle Punkte des letzteren einen constantcn Wert haben. Da 
die Potentialfun ction der Elektricität des Kichtleiters ihrem ah- 
en Werte nach fUr die näher gelegenen Punkte des Leiters 
er ist als für die entfernteren, so muss umgekehrt die auf dem 
r befindliche Elektricität sich so anordnen, dass ihre Potential- 
ion fttr die dem Nichtleiter näher gelegeneu Punkte kleiner als 
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fOr die anderen. Wenn daher tiberall gleichartige ElektricitHt ver- 
breitet ist, so mnss die Dichtigkeit derselben in der Nähe des Lei- 
ters kleiner sein als an den Stellen, welche von demselben entfernt 
liegen. Wenn dagegen verschiedenartige £lektricität auf dem Leiter 
ist, so mnss die Dichtigkeit auf den dem Nichtleiter abgewendeten 
Stellen dasselbe Vorzeichen aufweisen, wie die Oesammtmasse des 
Nichtleiters, dagegen verschiedenes an der dem Nichtleiter zugewen- 
deten Seite. 

Wenn der Leiter mit der Erde in Verbindung gesetzt ist, so 
muss das Gesammtpotential dieser Ladung Null betragen. Dies ist 
nur dann möglich, wenn die Elektricität auf dem Leiter entgegen- 
gesetztes Vorzeichen besitzt wie auf dem Nichtleiter. Auf diesen 
Principien beruht die Theorie einer für die Elektricitätslehre sehr 
wichtigen Gruppe von Apparaten, nämlich des Condensators, der Frank- 
lin'schen Tafel und der Leidener Flaschen. 

Wenn die elektrischen Körper, welche in gegenseitiger Wechsel- 
wirkung stehen, aus einem beliebigen Systeme von Leitern und Nicht- 
leitern bestehen, so ist das Gleichgewicht der Elektricität auch hier 
an die Bedingung geknüpft, dass das Potential der sämmtlichen im 
Systeme enthaltenen Elektricität innerhalb eines Leiters überall den- 
selben Wert habe. So einfach nun auch die Bedingung für das elek- 
trische Gleichgewicht lautet, ist trotzdem die Bestimmung desselben, 
besonders im letzten Falle mit grossen Schwierigkeiten verbunden. 
Die Verteilung der Elektricität auf 2 benachbarten leitenden Kugeln 
ist bis jetzt das einzige Problem gewesen, dessen Lösung auch für 
die Influenzelektridtät, welche die beiden Kugeln auf einander her- 
vorrufen, vollständig gelungen ist Poisson hatte zuerst das Problem 
gelöst und seine Rechnungen in den 2 Abhandlungen an die Pariser 
Akademie niedergelegt, welche wir schon oben erwähnten. 

Kirchhoff verarbeitete diese Poisson'sche Rechnung weiter in 
einem Aufsatze: „Ueber die Verteilung der Elektricität auf 2 leiten- 
den Kugeln'S den er im Borchardt'schen Journale hat erscheinen 
lassen. 

Wir haben bis jetzt gesehen, wie das Potential über das Ver- 
halten der Elektricität im Gleichgewichtszustande Aufschluss giebt. 
Wir gehen nun dazu über, die Anwendung des Potentials bei den 
stationären Strömen wenigstens in ihren Hauptzügen anzudeuten. 

Es liegt nahe, die elektrischen Erscheinungen mit denen der 
Wärme zu vergleichen. Wie das Potential constant sein muss, wenn 
die Elektricität sich im Gleichgewichte banden soll, so muss bei der 



122 Kiel: GeAchichUiche Eniwickelung cL nutthematischen ElekiricitättUkre, 

UobergaDge von einem Leiter znm andern im Allgemeinen erleidet, 
mnss für jedes Element der Berttbmngsfläche constant sein. Diese 
constante Differenz 

(4) g>i-92«(l,2), 

welche man elektrische Differenz genannt hat, ist nnr von der Nator 
der beiden Leiter abhängig. Im Falle des Gleichgewichts hat nun qp 
innerhalb desselben Leiters einen constanten Wert, alsdann mithin: 

9>i— 9>«-= (1,2) 
<P«-<Ps-(2,3) 



<Ph — Vi «== (w, 1) 



Mithin: « (1, 2) +(2, 3)+ . . . +(n, 1) 

Es giebt nun eine Classe von Leitern, welche in irgend einer 
geschlossenen Combination diese Bedingung erfüllen ; es sind die Kör- 
per, welche der sogenannten Spaunnngsreiho angehören und anch 
Leiter erster Classe genannt werden. Dieselben haben nämlich die 
Eigenschaft, dass man für die elektrische Differenz einzelne 2iableu 
finden kann, derart, dass: 

(l,2)-(l)-(2) 
(2,3) = (2)~(3) 



(n, D— n~l 



Mithin: (1, 2)+(2, 3)+ . . . +(n, 1) - 

Wenn daher ein System nnr aus Leitern erster Classe besteht, 
80 befindet sich die Elektricität in demselben im Gleichgewichte. Die 
Leiter zweiter Classe haben die erwähnte Eigenschaft nicht; wenn da- 
her unter dem System von Leitern erster Classe ein oder mehrere 
Leiter II. Classe sind, so findet unter der Erfüllung der übrigen Be- 
dingungen stationäre Strömung statt. 

Durch die 4 Grenzbedingungen, die wir vorher für das Potential 
bei stationären Strömungen aufgestellt haben, ist dasselbe bis auf eine 
additive Constante eindeutig bestimmt. Daraus folgt zugleich, dass, 
wenn ein Potential diese Bedingungen erfüllt, die Elektricität, für 
welche dasselbe gilt, sich in einer stationären Strömung befindet 

Die 4 Grenzbedingungen sind in ihrem Zusammenhange zuerst 
von Kirchhoff aufgestellt worden. Derselbe hat auch nachgewiesen, 
^8 das, was man bisher bei elektromotorisch differenten Körpern 
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als verschiedene Spannung oder Dichtigkeit der Elektridtät bezeich- 
nete, identisch sei mit der Differenz der verschiedenen Potential- 
werte. Im Anschlüsse hieran hat Kirchhoff zugleich eine Ableitung 
des Ohm'schen Gesetzes gegeben (Poggend. Ann. Bd. 58). Darnach 
ist* 

(l,2) + (2,3)4-..-+('»,l) 



» = 



u?ji + tr,+ • • . H-w^H 



wo i die Intensität des Stromes und w^^ w^ . . . ton die Widerstände 
der einzelnen Leiter bedeuten. 

* 

E 
Diese Gleichung schreibt sich dann: » -=■ ^) wo £ die elektro- 
motorische Kraft und W der Gesammtwiderstand des Systems ist. 
Aus beiden Gleichungen ist ersichtlich, dass die elektromotorische 
Kraft gleich der Summe der verschiedenen elektrischen Differenzen 
ist Ohm ist bei der Ableitung seiner Gesetze der Strömungen in 
der galvanischen Kette von Voraussetzungen über die £lektricität 
aasgegangen, welche nicht in Uebereinstimmung sind mit den Folge- 
rungen, die man aus dem Verhalten des Potentials für die Elektro- 
statik ziehen muss und unter deren Annahme man allein die elektro- 
statischen Erscheinungen erklären kann. Im Widerspruche damit 
nimmt Ohm nämlich an, dass die Elektricität in einem Leiter sich in 
Ruhe befindet, wenn sie den Rauminhalt desselben mit gleichmässiger 
Dichtigkeit erfüllt. Durch Einführung des Potentialbegriffs in die 
Elektricitätslehre kann man daher nicht nur die elektrostatischen 
Erscheinungen auf rein mathematischem Wege erklären, sondern 
auch im engsten Anschlüsse an die Theorie der Elektrostatik die 
Ohm'schen Formeln aus dem elektrostatischen Gesetze für die gegen- 
seitige Abstossung der Elektricitätsteilchen ableiten. 

Den ausgeführten Betrachtungen über die stationären elektrischen 
Ströme ist noch folgendes zuzufügen, woraus eine weitere Bedeutung 
des Potentials erhellt. Bei der Bewegung der Elektricitätsteilchen 
wird Arbeit geleistet Dieselbe lässt sich auf sehr einfache Weise 
bestimmen. Ist dq irgend ein Elektricitätselement , welches sich auf 
dem Wege s fortbewegt und femer <p das Potential der gesammten 
Elektricität auf eine Elektricitätseinheit, so ist die in die Richtung 
der Bahn fallende Componente der Kraft, die auf dq wirkt. 

Die bei der Bewegung um das Bahnelement ds von der Kraft 
getane Arbeit ist demnach: 
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iunerlulb der YZ Ebeoe nod jeder damit parallelen constant Aber 
jene b«iden Querschnitte siod, falls Bie senkrecht gegen die Axe ge- 
/flhrt werden, der YZ Ebene parallel 

Hitfain ist für jeden der beiden Querschnitte: 

fip idie — tpfidia ^ ipJ 
Mer 

W'~k.(<Po-ip,)J 

Nim ist nach dem Ohm'Bcben Gesetze: 

, yp — Ti 

iro l den Leitungswiderstoud des betrachteten Stückes bedentet; also: 
gilt fUr die Zeiteinheit. In der Zeit ( wird die Wärme: 



f» 



iz und Becquerel 

les den vorange- 
die Ampöre'schen 
itcn. Weber bat 
es ihm gelungen 
dessen Ansdrnclt 
Virkung auf ein- 
i elektrostatische 
Das Ampöre'scbe 
: fllr geschlossene 
isse der eloktro- 
D von je 2 oder 
ar die Wirkungen 
eile bekannt und, 
Schlich richtigen 
Irscbcinnngen an- 
tnng der elektro- 
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e'sche Gesetz be- 
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elektromotorischen Kräfte hypothetisch anch auf nngeschlossene Ströme. 
Freilich hahen die Aasftthmngen von Helmholtz, die er im 75. und 
78. Bd. des Borchardt'schen Journals veröffentlichte, einen lehbaften 
Streit hervorgerufen, an dem sich besonders Carl Nenmann beteiligte. 

Wenn nun auch das Gebiet der Elektrodynamik noch nicht mit 
derselben Sicherheit und Abgeschlossenheit von der Theorie beherrscht 
wird wie das der Elektrostatik, so möchten unsere Betrachtungen 
doch bleibenden Wert besitzen. Denn dieselben sind allgemeinerer 
Natur. Mag man noch ein umfassenderes Gesetz aufstellen wie das 
von Ampdre und Weber, stets wird man durch die Ableitung eines 
Potentialausdruckes aus demselben zu den von uns entwickelten S&tzen 
kommen. 
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VII. 

Berechnung der Lichtmenge, die von einem 
gegebenen leuchtenden Punkt auf ein gegebenes 

EUipsoid fäUt. 

Von 

August Kiel. 



Wenn man nm den leuchtenden Punkt als Mittelpunkt eine Kugel 
mit dem Radius 1 beschreibt und gleichzeitig von ihm aus einen 
Tangentenkegel an das gegebene EUipsoid legt, so ist deijenige Teil 
der Kugeloberfläche, welchen der Tangentenkegel ausschneidet, mit 
der Licbtmenge proportional, welche auf das EUipsoid fällt. Setzt 
man daher diese Lichtmenge = M und den betreffenden Teil der 
Kugeloberfläche -» O, so ist: 

wo k eine Constante bedeutet Diese Constante ist ganz von der 
Natur des Lichtes abhängig. Setzt man dieselbe so voraus, dass die 
von dem Punkte ausgestrahlte Lichtmenge gleich ^n ist, so ist A; »» 1 
und alsdann: 

If =- O. 

Es kommt somit das vorgel^^te Problem darauf hinaus, den Teü 
der Kogeloberfläcbe der Berechnung zu unterwerfen, der von dem 
Taugentenk^el ausgeschnitten wird. 

9» 
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§ 1. Aufötellan^ der Oleiehan^ des Tansrentenkefels. 



Die Gleichung des Eliipsoids laute: 



Wenn die Coordinaten des leuchtenden Punktes (2*0, y^y zq) sind, 
so ist die Gleichuug des von ihm an das Ellipsoid gelegten Tangen- 
tenkegels: 

Wenn man nun den Mittelpunkt einer Oberfläche 2ter Ordnung zum 
Coordinatenanfangspunkt wählt, so verschwinden diejenigen Glieder, 
welche die erste Potenz der Yariabeln zu Factoren haben, weil dann 
jede Coordinalenebene Symmetrieebene der Oberfläche ist. Da nun 
ausserdem bei dem Kegel der Mittelpunkt auf der Oberfläche selbst 
liegt, so verschwindet bei dieser Transformation auch das absolute 
Glied. 

Wenn wir daher das Coordinatensystem vom Mittelpunkte des 
Eliipsoids nach der Spitze des Kegels (oto, y^^ zq) parallel mit sich 
selbst verschieben, so geht die linke Seite obiger Gleichung in eine 
homogene Function 2ten Grades der Veränderlichen (xyz) über. 

Zu dieser Transformation führen die Substitutionen: 

y — fi+yo 

Durch Einführung derselben erhält man: 
\^ a« -^oi — p-"yoH — ^ ao — Ij 

-ii+i+'i) B**-'+ Hfi^+ ^*-. } = » 

Daraus geht alsdann die Gleichung hervor: 

« U* "*" ** "*" c*} ~ \a* T" *» ■•" c»; ~ " 

wo 



huciltndtn I\iiikl auf ein gtgtbtnts ElUpteid /Hill. 



bedeutet. Dies« Gleichung verGinfscbt sich noch mehr, wenn man 
sie anf die Hauptaxen transformirt. Dieses Problem kommt alge- 
bnüsch darauf hinaus, die linearen Substitutionen zu bestimmen, 
welche die Oleicbangen: 

ond 

xn identischen Gleichungen machen, wobei <p{i,^,S) die obige Glei- 
chnng des Tangeotenkegols darstellt. Wenn nun gewisse linearo Suh- 
stitutionen die homogene Function 9(te, y, e) der 2ten Ordnung tnins- 
fonniren in 

(0 transfonniren die Aufiösnngen dieser Substitutionen die reciproke 
Function ^(f, >;, ti in 



(b. Hesse, Vorlesnngen Ober analTtische Geometrie des Raumes, 
re- 240 ff.). 

Die Transformation der reuiproken Function ^(x, y, *) giebt so- 
mit zugleich die der vorliegenden Function ipd, rj, £) an. Da Dun 
die Gestalt der reciproken Fnnction einfacher ist als die von <p(l, 
)}, £), so ist es vorteilhaft, von jener auszugehen. 

i) an&nstellen, muss man diä Sub- 



Um den Aasdrnck fflr il>(x 


, y, ■) ant 


stitationen machen: 








X' 


- wm 




y- 


= 1»'(1) 




,. 


-W«l 


llidain: 








s = 


= J»'W 




1- 


■ 1»'W 




£- 


■ 1»'W 



dmmnng der n 
de Art ans. 



1^ 
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Alsdann: 






♦ — 5? Af — i 



y — T« Af — 7ö 



If 



6» 



6« 



Moltiplicirt man diese Gleichungen resp. mit j» ^» ^ 
dieselben, so erhftlt man: 



ond addirt 



i(««o+m+«.) = ^(T»+^+>)^— »'• 



Nun ist aber: 



daher: 
Mithin: 






und 






Wir haben somit das Resultat, dass diejenigen Substitutionen, welche 
die Function 

(aoo + yyo + ««b)* —(«* ö* +****+«* <?*) 

transformiren in: 

(««o+yyo+«o)'-(**«*+y**'+«*^*) - h^^+K f«+a*z« 

die ursprüngliche Function q>{iy%ti transformiren in: 

jf« F* Z* 

9(J»i7, ö — x + T + X 

Aq Aj Aj 

Nun bestimmen sich aber die Grössen Ao, A^, A^ bei der reciproken 
Function d>(x,y,«) als die Wurzeln der irreductiblen kubischen 
Gleichung: 



«0^ 



+ 



yo^ 



qrÄ-r5»+A"^c« + A 



+ 



^' 



— 1 « 



UuckUHden Fiinkl auf ein gtgthtntt EWp»oid JSlll. 



«» 
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wenn dasselbe anf alle Werte von x nnd y ausgedehnt wird, welche 
den Punkten der Projection des Fläch cnstQckes auf die osy Eben© 
entsprechen. Die Gleichung der Begrenzungscurve erhält man aber, 
wenn man zwischen obigen beiden Gleichungen » eliminirt. 

Es lautet daher diese Gleichung: 

(p+y+y'(p+^,)-p 

oder 

Mithin können wir die Gleichung der Begrenzungscurve schreiben: 

PP dxdy 

Es ist daher obiges Doppelintegral / / . ^ =r auszudehnen 

auf alle positiven und negativen Werte von x und y^ welche der Be- 
dingung genügen: 

Dehnt man das Integral blos auf die positiven Werte von x und y 
aus, so erhält man den 4. Teil der Fläche, weil die Begrenzungscurve 
der xy Projection, über welche die Integration auszudehnen ist, eine 
Ellipse darstellt, mithin die Integration über den positiven Teil der- 
selben nur den 4. Teil von der ganzen Integration beträgt Es ist 

1 1 



a* 6* 



daher die Fläche gleich ^ 1 dx i -— - ^ . 

y J Vi— aj^ — y« 

^ 

Führen wir nun in diesem Integrale 2 neue Variabeln ein, welche 
mit X und y durch die Gleichungen verbunden sind: 



1 V 



so haben | und rj die Bedingung zu erfüllen: 
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QdQ 




L o*sin*a)4-4*c08*» ^ 



a»6» 



+4* 



1 A (co8«a> 8in«cö| 



ci*8in*a) +Ä*C08*a) a*8in*a) +6* cos*« 

Daher ist der Inhalt der Fläche gleich: 



n ? 

2 2 



A /* ^» . r /^^ l/i (C08»a sin««) 

^V a«8in*«+*«C08«« -^/ ^*"r ^~\"^+^ 
^ «-/ a*8in*« + 6* cos^oi 



Wir können nun, ohne der Allgemeinheit der nachfolgenden Be- 
trachtangen Eintrag zu tun, voraussetzen, dass b* >> a* ist. 

Denn im entgegengesetzten Falle brauchen wir nur die Sub- 
stitutionen : 

£ » p cos « , 17 » p sin « 

zu vertauschen , um • in den folgenden Auseinandersetzungen auch a 
mit b vertauschen zu können. 

Ist nun b^ >> a*,' so ist das erste Integral : 

n n 

2 2 

/» dm P da 

,/ a* sin*«-}- 6« cos*« ^J 5*— (5*— a*)sin*« 



Snbstituirt man darin: 

dm dat 

Sin*« ' l+tr 



f 



Uuehfentlen Punkt auf m gtgthtnM EUiptoid Jäüi» 
» — 0; s -"OD 
w — ^: » — 0; 
80 folgt ans obigem Integral das andere: 
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fw%w?-k[^^^vX'' 



206 



Was das zweite obiger Integrale betrifft, so kann es anf elliptische 
Integrale znrackgeführt werden. Es ist: 



n 
2 



/, 1 A (cos'o) , sin'») 



a* sin'» + ^ cos'» 



n 

a 



_1^ P dn { ft'(q' -- 1 ) 4- (6' — g') sin»»} 

^Y {*»— (**— a«)sin»«}VP(a«— 1)+(&«— a«)8in«» 

'' j/ 1^' - (&» - a») sin«»} t/l+ ^>(I«"l!i) 8in«ö> 

Setzt man in dem letztgenannten Integrale p. >^i) ^^ *** ^^^ '^'*^" 
stitoirt femer: 



sin » » cos 9> 

cos »c2» = — sin fpdq> 



da » — d(p 



= 0; ^ = 



7t 



® = o; 9> 



7t 

2 




so geht dasselbe tlber in: 



2 



./ tot— (5? — 



dy(l+n'cosM 



{jt _ (5? — o«) COS V}yi +«* — «* Bin V 

n 
2 

1 /• rfy(l-fn«cosV) 

^^^^J {*«-(a«-a«)cosV}l/l-i^ 
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1 + 



1 , g» 1 

Mithin ist: 

n 
2 
(l+n*C08*y)rf<p 

1 „fn \ 1 /« &«— g« \ 



wobei 



^ _ n» Ä» — a« a«— jJ^ 



1 + n» a«(Ä«— 1) a« + y» 
62^^» >_p> y« y« 



Daher ist endlich: 

1 yra 



«•»• 






wobei 

1 aß 



oVä«— 1 yVa^ + Y^' 

5« «(U»+/P) j^^_ 



aVft« — 1 ßrVa^ + f 

Um diese Integrale weiter zu vereinfachen, moss vor Allem das 

in der Legendre'schen Form geschriebene Integral ^ilö«^'^) ^^ 
die Jacobi'sche tibersetzt werden. Jacobi bezeichnet nun in der von 



ibm gegebenen I 
Gattung den Pa 

Ea ist klar, 
als 0>»> — 
wenn n zwischen 
Nun liegt in de 
Grenzen, nftmlicl 
formation 



Nun: 

daher; 



"4. 



Hithin : 



nnd folglich das 
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Und wenn es uns gestattet ist, in der Bezeichnnngsweise von Dur^ge 
fortzufiabren, so können wir setzen: 

n(K, Ai) « KE(iA) — lAE 
Aber: 

E{iA) «= ttgamU, ife')zlamU, k')^iE(A, h')+tA 
Daber: 

n{K, At) =- ttgam(i4, k')JAm(A, k')K—iKE{A, Är') + t.4Ä'— 1^£. 

Nnn: 

ttgam(^, k*) = sinam Jt 



also: 



femer: 



•1 



tgamM, *') - 1. 



y» 



8m»amK fc') = fpj^f 
1 -i'» 8in»am(^, V) - 1 - (l - ^^ . ^ ^»^ 



+y» «» + y» 

Mithin: 



und folgUcIi obiges Doppelintegral 



? + ^yi^.'-^(^' *'>+'• 



"^ jr— £j 



= ^-KE(A,h')-\-[K-EiA 
Ist non ferner: 



tgam(^ k')-J 



80 



lauAttHtltn Punkt auf tin gtgth»nt: 

b' — Bm(J, k' 

A = F(a\ h", 

Ferser bezeichnet Dar^ge mit dei 
das elliptiscbe Integral: 

E(3,m(,Ay f )) — 

Mitfaio lautet schlieBslicb der gesucht« 

F=2x — i{K.E(a', k')~ 

Der in der Klammer steheode Ai 
bezeiclmeii wollen, schreibt sich nocl 
tionen. Zu dieser Dmvaadlung golanj 

Eb ist: 



'■ = -(f-)> 



ist. Nan 

F *' 

daher 

Ferner ist: 

F^'^EF'~FF~ 

l+ff^— BF' 



Daher: 

n i n , n Fi 
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F(«', k') nF(a\ k') 2a'<^(o, v')« 



2a' 



Daher: 






Dabei ist 



, n.F(a\ y) 



Nun ist: 



2F' 

-7 o»» 






v' da 



da 
da 



•-r,: 



daher: 



dl^^iai, v) _ 2a^ d/^(a^ v') 1 /v' 
-,/:z7+ da' *rv 



da 



Mithin: 



y 



vv 



Daher auch: 



grille«, v)+a- 2 ^^ 



« d«»a(a»\ v) 
^^2 da 



Dabei ist: 



=..i/?_...i/^ 









Da nun: 



ist, 80 



, ».FW, h') 
n F(u', k') 



2 



Daher aach: 



ii ') 
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oder aber: 

dl . OgCm, v) 



da 



= 2«{l-^-^}. 



§ 3. Indireete Methode zar Bestimmangr des Flftcheninhaltes 
Tom betreffenden Stttcke der Knsrelflftcbe. 

Zur Bestimmung des Flächeninhaltes der von dem Tangenten- 
kegel aus der Kngel ausgeschnittenen sphärischen Ellipse kommt uns 
ein Princip wesentlich zu Statten, dessen Hesse am Ende seiner 22. 
Vorlesung über analytische Geometrie des Raumes Erwähnung tut. 
Dasselbe lautet: 

Die Summe des Flächeninhaltes einer sphärischen geschlossenen 
Curve and des ümfanges ihrer Polarcnrve ist gleich 27r. Man kann 
mithin von dem letzteren auf den gesuchten Flächeninhalt der ur- 
sprünglich gegebenen sphärischen Curve schliossen. Da sich nun der 
Flächeninhalt einer sphärischen Curve als ein Doppelintegral, der 
Umfang der Polarcurven dagegen als ein einfaches Integral darstellt, 
so wird durch die Berechnung des letzteren ein bedeutender Vorteil 
errungen. 

Unter Polarcnrve einer auf einer Kugel gegebenen Curve ver- 
steht man diejenige, welche von dem grössten Kreise berührt wird, 
dessen Pol die gegebene Curve beschreibt. Wenn daher die gegebene 
Curve von einem Kegel ausgeschnitten wird, dessen Spitze in dem 
Mittelpunkt der Kugel liegt, so wird die Polarcnrve von dem Kegel 
ausgeschnitten, welcher beschrieben wird von den in der Spitze dieses 
Kegels auf seinen Tangeuten ebenen errichteten Normalen. 

Nach 15 der 14. Vorlesung des genannten Werkes von Hesse 
lautet aber die Gleichung des Polarkegels von 

ebenso wie die reciproke Function der linken Seite gleich Null ge- 
setzt, also: 

Hierbei ist nach Früherem 

TeU LXVIL >0 




146 
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Es ist daher unsere Aufgab«, die Grösse der Cunre zu berechnen, 
in welcher sich dieser Kegel schneidet mit der Kugelfl&che: 

Um nun den Ausdruck für die Länge des Bogenelements 

da — Vdx^+dtf*+d^ 

im vorliegende Falle möglichst einfach zu gestalten, fahren wir die 
neue Variabele v ein, welche mit den anderen den Zusammenbang 
haben soll, dass: 



1+ ««ü"*" l + /3«t; "" 1 — y«o — " 



sei. Da ausserdem: 






ist, so lassen sich aus diesen 3 Oleichungen ss^y y* und «* eindeutig 
bestimmen. 



Es ist: 



zl«» — 







P 



-r' 



/P f 

11 1 



wobei: 



""l + /»«ü"T-l— 7«t? 

"(i+/5M(i-yM 



/»^ 



-y* 



l+a«i? 1+/J*t; 1— y«t; 



ß" 
1 



1 



ß" 



-ß") 



t>{g«(jg^-y^)+gV-«*)-y'(<^'-|8')} 
(i+iA.)(i+PM(i-yM 



Die Klammer des Zählers lässt sich noch vereinfachen- Dieselbe ist 
nämlich: 



= - a«/JV-U»)+i8V(/»*+y*)-y*«V+«*) 



n 
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Addire ich hierbei y*u*{a*—ß*) nnd subtrahire es gleichzeitig, so er- 
halte ich: 

— o» |j*(a» — ß*) + ß' rHß*+ r*) — )^ «*(y* + «*) 

+ o» yV* — ß*) — y* «*(/s* — «*) 

= - („«_/J«)(ß«+y«)(y»+a») 

Mithin: 

* -(«»-jJ«)(/»«+y»)(y»+a«) 
Ebenso findet man: 

^ -(„«_/J»)(ß« + y«)(y»+„») 

, i»«i?«(«»«-)3«)(l-yM 

Hierans ergiebt sich, wenn man 

(«»-^«)(jJ*+y«)(y»+a«)-JV 



setzt, 






Daher: 



"±2^1 l+o«t> + l + |J»r - l-y*t. )iV^" 
Mithin, wenn man auf gleiche Benennung bringt: 



A - ± =/. )/(ii „,.... ;,w. .,- . dv 



aßv 1 / — V 

(i+«M(i+PM(i-~yM 

Also: 



-±ffV 



,dv 



Bei diesem Integrale ist nan sowohl die BestimmuDg des Vor- 
zeichens wie die der Grenze auszuführen. Beides geschieht folgender- 
massen. 

Die Länge des Bogenelementes war in der ursprünglichen Form 
gegeben: 

10* 



X48 Kiel: BtrecAnung der Lidtmeitgt, die von tintm gegehenen 

Uit Hälfe der beiden Gleicbuogea 

«*+**+«' - 1 
l&SBt sich offenbar diese Gleichaiig in die folgende umwandeln; 

d. =/(»;) die, 
wo /(x) eine positive reelle Function tou x bedeutet. Daraus ist 
ersichtlich, daas f(x)da durch die Gleichung: 

, -P'y'(g'+r')a+«M 

transformirt werden kann in den Ansdnick: 

, ^ 1/ z:^ ,_ 

Da /(x) positiv ist, so wird bei dieser Transformation anch der 

daher rllhrende Wnrtelansdmck positiv zu nehmen sein. Es h&ngt 

mithin lüA Wahl des Vorzeichens nur davon ab, ob bei der Tran»* 

s dx ein positiver oder negativer Ausdruck zum Vor- 

;. Nan nimmt aber, wie sich aas der obigen Qleichnug 

ad t> ergiebt, e mit zonehmendem x ab, mithin ist jeden- 

n positiven reellen Ausdruck bedentet. Daher ist in 
nng fOr « das negative Zeichen zu w&bleu. Uithin: 



--fM-T^^ 



: der OrenzbesÜmmuQg kann man ebenfalls von dem 
e)die ausgehen. Die Grenzen von x bestimmen sich auB 
; der Projection der Cnrve auf die xy Ebene. Dieselbe 

Be Projection eine Ellipse ist, so wird das Int^ral, 
über die ans dieser Gleicbnng sich bestimmenden po- 
iBzndehnen ist, den Iten Teil de^enigen Integrales be- 
is sich Aber alle x erstreckt, die der Gleichnag gonflgen. 

sich aber das positive x von bis + 1/ ,|j_ . . mit- 



.~l 



cl auf tin g^btati EUiptoid ßUl. ÜQ 

1 ZD integrirenden Aosdrack anf t>, so be- 
von V leicht auB der Oleichang; 

-gV.O+»Mtf'+?') 
j für X = 



'/>/; 



(l+Ä)(l+^M(l-W 



i+fiMa-A)' 



if die Nonnalform zn redociren, sabstitnirt 

y+r')+y'("'-W'i»'T 



y(.-o{. 


-W('+rt~v«' 


T? 


und 


d* 




'"V "'<^ 


.■)(.-f)(.+^) 






r i-i".iiiv 








/ 



1 — t'gjn'tp dqp 



Folglich : 



2o^r 



/^ 



.y(.-..>)(.-i>')(.+, 

Der in der Klammer steheode Ansdrnck ist 
g 2. S. 143. ftU- W gefondeneD. Um nun den gi 
der ureprttnglich gegebenen sphtLrischen Cnrre 
zu snbtrahiren; mithin erhält man auch auf di 




7^"*''.* - •' ' \ ' ~ f il'V ' > ,.^ ^"i.A.'^^. 
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§ 4. Bereehnang eines nnmerlselieii Beispiels. 

Der gegebene leuchtende Punkt habe die Coordinaten: 

« =■ 6; y ■= 9; « «=» 15. 

Das Ellipsoid aber besitze die Axen: 

a = 2; 5 — 5; c — 8. 

Alsdann ist zunächst die Gleichung des vom Punkte (6, 9, 15) an das 
Ellipsoid gelegten Tangentenkegels anzustellen. 

Die Form dieser Gleichung ist: 

^0 "i /?, y die 3 Wurzeln der kubischen Gleichung: 

36 . 81 225 

4+1"+" 2Ö + A+ 64+A~ ^ "• " 

sind. Unsere nächste Aufgabe ist mithin, diese Gleichung au&ulösen 

Wenn wir dieselbe nach Potenzen von l ordnen, so lautet sie: 

A»— 249 A«— 13281 A— 94436 = 

Snbstituirt man hierin: 

;i = 1*4-83, 
so geht dieselbe Aber in: 

tt»— 33948t« — 2340333 =» 

Setzt man nun den CoefScienten von u ^ p und das absolute Glied 
» 9, so sind nach der Theorie der Gleichungen die durch die Glei- 
chung a' — pu — 5 «= bestimmten Werte von u: 



wobei 



% — — 2 J/|sina; 

u^ 2j/|sin(60-a) 

1*8- 2j/|sin(60+«), 

3a 
sin3« - ^ 



ist Mithin: 







7020999 




■ 678%>'11316 


log 11316 


-1,053691 


logV 11316 


= 2,0268« 


log 67696 


= 4,83184. 


log (67896 .yTl316) =6,858691 


log (7020999) 


= 6,84639f 


10gSiD3ff 


= 9,98770( 


3« 


- 76« 26' 1 


a 


- 25« 28' ! 



tt, -= — 2^ ^gin«. 

log diu« — 9,633626 

log}/| = 2,02684& 

log 2 =0,3C1030i 

log (9in«|/| . 2j = 1,961503 

nam. = 91,5173 

uj = — 91,5173; i, 8,51: 

«, = — 2j/|.8iu{60— «) 
log sin (60 — o) =9,7533 

log)/| = 2,0261 

log 2 = 0,30« 

log (2 J/^,sm(60-o)) - 2,78i: 

nam. = 120,5' 

u, 120,5737 ; A, 37,1 

«,= 2j/^.8m(60+«) 



^n 
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log 295,0910-2,4699560 
log 8,5173 « 0,9303019 

logtgV = 1,5396641 • 

logtga' —0,7698270 

«'-80^21' 28^,66 

Mithin haben wir fftr die Bestimmang von a' 

80»21'a8',66 



1) Das anvollständige Integral / . ^ == 

J Vi — Ar*8in*^ 



2) Das vollständige Integral K* zu berechnen. 

ad 1). Für die Berechnung von F(a',Ä;'), welches wir mit «' be- 
zeichnen wollen, benutzen wir, da die obere Grenze des Integrals 

zwischen j- und -^ liegt, die Formel: 

** = Si 

21ogecos y 

und 

logu'— log(logtgiS)+0,06118570— 41ogcos ^ 

dabei ist 

Ar' = sino « cos a; « = 17<> 11' 24"; 

Vsina «== Vcos « — cos^ 
sin a . sin <p = sin y ; <p = 80<> 21' 28", 66 

COSj3.C089> 



cosy 



tg^ 



sinS = tg|'tg(f + «) 



(cf. Schellbach, Lehre d. eil. Int. § 49.) 

log cos i3 « logVsinä — 9,9900767; 
/5 - 12» 12' 5"i7 

|-6«6'2",85 
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log sin a 
log sin 9> 




= 9,9801634 
= 9,9938195 




log sin y 
log cos/} 
log cos 9> 
— log cos y 




-9,9739729; 
= 9,9900767 
» 9,2239942 
« 0,4736480 


y=: 700 21' 40", 82 


logtg* 
logtg(|+^) 
21ogt«| 


= 9,6876189; 
« 0,4623768 

- 8,0578184 


d = 260 58' 14", 71 



log sin £ -»8,5201952 

Da logtg I positiv sein mnss, so liegt! im 2ten Quadranten, daher : 

I « 1780 6' 5", 60 

I« 890 3' 2", 80 
logtg| -= 1,7807164 



log^logtggj 



0,2506945 



— 4 log cos I — — 9,9901336 

0,2604609 
0,0611857 

logt«' » 0,3216466 

u' - 2,097232 

ß 
/n2+2«nctg| 

ad 2). Jr'= gi 

2cos~ 

0,1601616 + log ctg f 
r' f 

loga.cos 2" 



i 
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logÄT' - log (o,1501516+iogcte 0+0^2: 

(cf. Schellbach, L. d. eil. Integr. § 49.}. 

Dkbei __ 

y Bin o — cos (!. 
Ifithin: 

a 

logctgl— 0,9710908 



a - 
logo- 


- 1,1816068 

- 0,0498399 
0,3622157 


-41og(»»| ■ 


- 0,0098664 


los«'. 


- 0,4219230 
= 2,641934 


'■ 


« tt' 
~ 2 'f 


..«f 


= 0,1961199 


log.' 
logJT' 


- 0,3216466 

- 0,4219220 



logo' =0,0958245 



Eb erübrigt uns nun noch ^l'Ha'jV') zu 



/'<K<»',v') 



tf'(a',v') 



#(a',v') = 1 — 2g'coa2a'+2g'*c084o'— 2g'9c086o'+ . 
#'(a',v') = 4{9'sin2o'— 2g'*8m4a'+34'Sgjngo' _ _ , 



»'(a',v') g'sin2a'— 2g' *»in 4 a'+ ygin 6a'- 

»(o',*') — 1— 2g'c082a'+2g'*coa4o'— 2a'»coB6. 
Daher : 



^^ 
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v' 



wo 

^ 1— 2g'c08 2a'+23'*C084a'— 23'»C08 6ii'4- . . . 

Wir werden ziinäch8t q* und daraus v' berechnen und dann a' 
in Graden ausdrücken. 

g'«r+2A"^+15A'9+... 

C08/5' = VcöiT^ — VsS^ -= VsinlT^ll' 24" 

log sin 17» 11' 24"= 9,4706182 
log cos/?'— 9,7353091 

/5'-670 4' 6", 31 
I = 280 32' 3", 15 

logtg| -9,7353826 

logtg^ =9,4707652 
logj -= 9,6989700 



Daher 



logA' = 9,1697352 
X' — 0,147806 

logA'ß «5,8486750—10 
log 2 = 0,3010300 

log(2A'*) - 61497050—10 

2A'* - 0,0001412 
logA'» =2,5276168—10 
log 15 = 1,1760913 

log(15A'») — 3,7037081 — 10 
num. — 0,0000005 

3' - 0,1478206+0,0001412+0,0000006 - 0,1479623 
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logg'« 9,1701511 

v'« — Inq' 
Inq*^ logg. 2^25851 

v' 9,1701511 .2,3025851 = 0,8298489.2,3025861 

log 0,8298489 =» 9«9189991 
log 2,3025851 = 0,3622156 



logv' =0,2812147 

v' = 1,910798 



Um a' in Graden aoszadrflcken, ist zn bemerken, dass 



n u! 



ö «*=* 2 • -^ ist. 
Da nun n » 180^ ist, so 



a'-.90^^, 



log 90 - 1,9542425 
logtf' == 0,3216466 

logJBT' =0,4219220 



log(^^ 



^^ j « 1,8539671 



mithin: 



a' « W 26' 39", 19 



Wenn wir nun zur Berechnung von V übergehen, so brauchen 
sowohl im Zähler wie im Nenner die Glieder von dengenigen an nicht 
mehr berttcksichtigt werden, welches g'^ als Factor enthält. 

logg' « 9,1701511 

log sin 2a' - 9,7805828 



Iog(g'sin2a') - 8,9507339; num. - 0,08927584 



log 2g'* = 6,9816374 ( Das Product 2g'. sin 4a' ist negativ, 

log sin 4a' ^ 9,9833230 \ weil 4a' im 4. Quadranten liegt 

log(2g'*.Bin4a') — 6,9649604 ; num. = — 0,0009225 



g' 8in2a'-'2g'«flin4a' — 0,0901983 
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vm. 



Sur les ^quations fondamentales de la 

dynamique. 



Par 



MoDsieui' Janaud, 

professcur it Saint-Quentin. 



Parmi les hypoth^ses qai servent de fondement k la dynamiqoe 
86 tronve celle de la contiDuit^ dans la Variation des forces. Neos 
nons proposoDS de rechercher comment les ^qnations de la dynami- 
que doivent Stre modifi^es lorsqu' on laisse de cot^ cette hypoth^c 
de la continuit^ des forces, en admettant tons les autres principes. 
Nous supposons qne la notion de force et la mesure des forces aient 
^t6 d^duites de cousid^rations de statique. 

Cette recherche est justifi6e par la consid^ration suivante qoi 
montre Texistence de nouvements ne ponvant etre produits qne par 
des forces discontinues dans tont Intervalle. Snpposons, en e£fet, sur 
nne droite OX un mobile dont Tabscisse x est une fonction continne 
du temps admettant une d^riv^e premi^re continue mais n'admettant 
de d6riv6e seconde ponr aucune valeur de la variable; la force qoi 
produit un pareil monvement est n^cessairement discontinue dans tout 
Intervalle, ainsi qu'il r6sulte du § m. 

I. Nous nous occupons d'abord du monvement rectiligne. Seit 
un point mat^riel de masse egale k rnnit6 mobile sur une droite OX 
sons Taction d'nne force F dirig^e constamment snivant cette droite. 
On peut toujours imaginer que la force seit exprim^e en fonction 
du temps 
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(1) i^' = <y>W; 

cette fonction qt{t) estsnppos^e qnelconqne, coBtinue ou discontinae . 
mais, eile est asstgettie ä rester comprise entre des limites finies 
dans les intervalles de temps consid^r^s. 

Appelons vltesso ä Tinstant t la vitesse du mouvement uniforme 
que prendrait le mobile k cet instant si la force F cessait d'agir. 
Cette vitesse est une fonction continue du temps. En effet, soit v 
la yitesse ä Tinstant £, et soient j1 et a les limites finies entre les- 
qaelles reste comprise la force F dans un Intervalle de temps fini 
comprenant l'instant t, D^signons par t'\'^t un instant compris 
dans cet Intervalle de temps et par t;-{- ^/t^ la valenr de la vitesse 
k cet instant; on a, quol que soit ^t^ 

(2) Ädt > ^t? > adt, 

ce qui d6montre la continuit^ de v. Cette ^quation (2) est ^vidente^ 
car l'accroissement dv est ^videmment compris entre celui qui aurait 
lieu si la force restait constamment 6gale ä sa limite sup^rieure A 
et celui qui aurait lieu si eile restait ^gale ä la limite inf6rieure a. 

n. Proposons-nous maintenant d'^tudier la Variation v — vq de 
la vitesse pendant Tintervalle de temps qui s^pare deux instants t^ 
et t. Intercalons, entre ^ et «, (n — 1) valeurs ht hi * - - ^n-h et 
posons ponr abr^er 

Nous formons ainsi n intervalles et nous d^signons par Mi et im la 
limite maximnm et la limite minimum de la fonction fp{t) dans le 
j-ftne Intervalle d^. (voir Memoire sur les foncüons discontinues par 
M. Darboux, Annales de T^cole Normale, 2® s^rie, t. lY, p. 65). 
L'accroissement de vitesse dans Fintervalle di est an plus 6gal k 
Midi et au moins ä tmöu Si donc Ton considöre les deux sommes 

iM^ JMidl+34*,+ . . . Mn^n 
\ m = 174 Oj-|-mj ^f -j- ... m» d», 

Taccroissement v—vq de vitesse dans TintervaUe (tf^ t) eti ml plus 
6gal ä If et au moins k m. Cda pos^ fusons croltre n ind^finiment 
et tendre les intervalles 6i vers z^o ; les deux sommes M et m ten- 
dent vers des limites ind^ndantes de la iaqqn dont les 6i tendent 
vers z4ro; en appelant ces deux limites Mit^^ t) et m(io) O9 on aura 

JXTD. 11 




tiHche W»ke ^ 236, ^J'P'S. k dM„iü„, '°7"'" »« « ,„ 
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ä 9)(0, aiasi qu'il r^sulte de r^qnation (5). Mais on ohtiendra en- 
core le meme mouvenient en changeant la valeur de la force poor 
nn nombre limit^ de valeurs de t, ce qni ne change pas Tint^grale 
(5); et Ton pourra meme, sans changer le mouvement, modifier la 
yaleor de la force pour une infinite de valenrs de t de teile mani^re 
qae la force devienne une fonction da temps non sosceptible d'int6- 
gratioD. Cette derni^re proposition r6salte de Texemple trait6 dans 
le § IV. 

Si la fonction /(O n'admet pas de d6iiv6e, la force qui produit 
le mouvement est une fonction du temps discontinue dans tont inter- 
Yftlle; car si eile 6tait continue dans nn certain intervalle, eile serait 
sasceptible d'int^gration , et d'apr^s (5) eile serait la d6nv6e de la 
Titesse; ce qui est contre Thypotb^se. 

lY. Soit k{t) une fonction d'une variable t qui poss^de la pro- 
pri6t6 d'etre 6gale ä 1 pour une valeur commensurable de la variable 
e et ä pour une valeur incommensurable. Supposons que Ton 
prenne pour expression de la force F en fonction du temps 

F^Xit) 

et wyons quel mouvement produira cette force. Nous dösignons par 
oq la vitesse du mobile au temps ^ « 0. Si, les deux limites d^- 
sign^es en g^ndral par M{t^ ^q) et m(<, <o) Bont t ei 0\ et Ton a 
d'apr^s (4) 

Nous allons montrer que v — vq ^0^ c'est ä dire que le mouvement 
est uniforme. Pour cela nous ddmontrons d'abord que le mouvement 
est uniform^ment vari^. 

La fonction qp(0 admet pourp6riode tout nombre commensurable; 
il en r^sulte que la vitesse croit h, quantit^s Egales en des intervalles 
de temps ^gaux, si petits qu'ils soient, commen^nt & des instants 
commensurables. On a donc pour toute valeur commensur^ible de t 

(8) V — 1?0 = Ärf, 

Tc ^tant une constante. Et Ton montre facilement en s'appuyant sur 
ce que v est une fonction continue du temps que cette formule (8) 
8*applique aussi aux valeurs incommensurables de t. Cela pos^ , il 
neos reste ä faire voir que la constante h est nulle. Pour cela, 
consid^rons des intervalles de temps tous ^gaux k ^ commen^nt ä 
des instants ^, ^^ . . . /» 6tant tels qu' aucune des diffi^rences U — ij 
ne seit commensurable. Pendant chacun de ces intervalles l'accroisse- 
nent de vitesse est ib^; ce qui revient ä dire que les forces 
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agissant snr le mobile pendant qne t varie de i #, lui imprimai j 
chaca&e iiiie accroiBaemeDt de vitease h6. A canse de la oonditioa im- 1 
poB^e auz Dombres u, lorsqa' an des nombres u-\-t est commeiHa- 
rable, tooa les aatres aont iucommensnrableE ; et par saite, lonqa* 
une des forces Fi est £gale k 1 toates les aatres soot noUes. Oa 
a douc Consta mment 

(9) 1 = 'J+f.^-■.■^-i^» 

8i I'oa faisait agir ane force 6gale k 1 pendant riDtervalle # eile 
prodairait un accroisBement de vitesse 9; chacone des forces F{ [vo- 
dnisant dans le m§ine Intervalle un accroissement k9, on conclnt de 
l'in^galit« (9) 

# _ ni*; 

mais n est anssi grand qn' on le veot ; donc i; = 0. i 

Ainsi, en r6BDniä, l'action de la force F — H,t) snr an mobile e«t 
Dslle ; et il en est de mäme de tonte force dont rexpression analyti- | 
que est ' 

oi et f,' ätant des constantes. Od pent donc i^ODter, h. nne force qoi i 
prodnit nn monvement qaelconqne, nae force teile qne ^{t), sau I 
älterer le monvement I 

On conclnt encore de ce qai pr4c£de qne, lorsqne les denx limitea 
Af((oi i) et m(tf^ t) sont distinctes, la conmüssanco de ces senles 
limftes ne pent pas servil ä diterminer raccroiasement v — t^. En 
effet, eu lyoatant k la force qni prodnit le monvement une force teile 
qne <!>{(), on ne change pas le monvement, mais on pent dätennina 
l es constantes o,- de teile 61900 qne la limite snpärienre devlenne od 
nombre qnelconqne plns grand qne 3f{^, ()i Bt la limite iiif£rienre 
un nombre qnelconqne plns petit qne m[t^, t). 

V. L'ou ätend les consid^rations pr^c^dentes an mouvemeat cur' 
projetant le point mobile et los forces sur trois axes cor- 
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Nimmt man die momentane horizontale Tangente des Radea 
Axe der x^^ die y^ darauf senkrecht horizontal, die sj vertical» mi 
bezeichnet jü den Winkel zwischen der x und Xj Axe, so lauten dift 
Relationen: 

y = yo+aißinf*+yicosf» 

Das Axensystem der x^y^z^^ um die Radtangente gedreht, bis & 
x^z^ Ebene in die Radebene fält, gehe in das Axensystem d^ x^jm 
über, und v sei der Drehungswinkel, mithin R — v die Neigung des 
Rades gegen die Grundebene. Dann lauten die Relationen: 



a?i 



^ 



Vi = yjcosv-- «jsmv 
H ^ yjsinv -^-z^cosv 

Bezeichnen femer r(p die Polarcoordinaten von dm in der Rad- 
ebene, anfangend im Mittelpunkt und fest am Rade; — «o in gleichem 
Drehungssinne den Centriwinkel vom Radius des Berühmngspunkts 
zum Anfang der 9, so dass cto den vom Berührungspunkt aof der 
Grundebene gezeichneten Bogen, und q> — 09 den Winkel von der 
negativen z^ Axe zum Radiusvector von dm darstellt, so ist 

arg = r sin(<p -— o) ; yj =• 
z^ = c — rcos(<p — «) 

Nach Einsetzung dieser Werte erhält man: 

X =» aBo"t"*'8in(<p — (»)co8|*4"[ö — rcos(y — w)] sin v sin f4 
y "= yo+^'SinCy— «)sinfi — [c— rcos(y — (o)]sinvcos(» 
z — [e — rcos(9 — o»)]co8v 

Wendet man diese für beliebigen Punkt in der Radebene gel- 
tenden Gleichungen auf den momentanen und consecutiven Berflh- 
rungspunkt an, so ist fftr erstem r = c; 9 — a)*=0; x=»ä0; y**yai 
» = 0; für letztem x = x^-^-dx^] y =» yo+^^o 5 während ^ — 10 in 
d(a übergeht. Folglich hat man: 

da^ = cdoocosfi; dyo = cdcosinjii (1) 

und die Gleichungen lauten nun: 

X =3 «?/3aicoSfi-f"*'8i^(9^""®)co8l'*"|-[<^"~*'COs(<p-— ai)]sinv8inf* (2) 
y « c/3ö>sinf*+*'8iö(<p — ca)sin|iA — [c — rcos(<p — oi)]siBvcosf4 
a « [«— rcos(9> — 09)]COSV 
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Zur Erlftaternng ist hierbei za bemerken, dass die Incremente 
von x^ ^ zwar nicht direct durch dx^ dy^ dargestellt sind. In bei- 
den ist einesteils der Kreisbogen statt seines Sinns gesetzt, andem- 
teOs die seitliche Verschiebung vernachlässigt, welche der consecutive 
Punkt bei seiner Niedersenkung erleiden kann. Doch differiren sie 
augenftUig nur in höherer Ordnung von Sas^ ^q- 

Hiermit sind alle Yanabeln auf die 3 Functionen der Zeit oo, 
fi, V und die 2 bloss die Lage des Elements bestimmenden Grössen 
r, 9> zarOckgeffthrt Jetzt sind die Ausdrücke von x, ^y z in die 
Alembert'sche Gleichung 

f]p"6x +y"^+ (/'+i7)«*}am =- (3) 

HO die Accente die Differentiation nach der Zeit bezeichnen, einzu- 
setzen« Die Rechnung kürzt sich in doppelter Weise. 

Die 4 ersten Grössen stellen sich in der Form dar: 

Äa? = dJTcosjii — Jrsinjii-, a/^ = Jf^cos^ — F^sinfi 
dy = JXsinfi+^^cosf»; ^' = jriSinf*+ ^icos^ 

80 dass 61. (3) übergeht in 

f{X^5X+ Y^öY+(i^'+g)ö^dm^O (4) 

Sei nun 

i^«tf— rC0S(g>— »); iV' = iV,«'; iV/ « i^,»' 

mithin 

Nj^ =■ — r sin(<p — w) ; JVg = r cos(g> — w) 

dann ist vermöge der Eigenschaften des Schwerpunkts und der 
Hauptträgheitsaxen 

Wv[ teilen daher die Ausdrücke, jenachdem die Terme die Factoren 
^, N^ oder den Factor N^ haben. Die Differentiation der Gl. (2) 
siebt: 

az«iyr(a»-fsinvart i 

ay=, — i^avcosv — i\^iOosinv-f a|t4) | (6) 

8» = — i\^di/sinv-|-i^i8o>cosi/ ' 

vnzowenden sowol auf die Yerrückungen als auch auf die actuelle 
Bewegung; in letzterm Sinne geht durch zweite Differentiation daraus 
tevor: 



^ « Jr"— FV - i^Cw^+fi^sin v+2/iV'cosv) 

-fiy^j(»'«+f*'«+2»Vsinv) 
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F, ■= r"+Xy ■= iV{((i'«4-v'»)Hin c+ »>'- 
-iV,(»'»Binv+«y)-.V,(^ 

Nach EinfUhrong dieser Werte wird Gl. (4): 
(m"-}- f*"8in w + 2(iVcos v) (Äo> + ap sin 
-f(^'»+y'»)8in»4-<»y-v"co8viavcOB 
+(»'»Binv-|-»y)avcosw/iWVj3m 
-(- ((i"4- «»"sin V -|- 2m'v'co8 v) (diu sin v -f- < 
4-(»»"ainv4-»''*cosv)dvBinw/A*A» 

+(o)'cosw— awVsinvjaoeosv/JVi'Si» 
— jfav8iliv/ivam = 
und zwar hat man: 

/JV«8m = c»m(l + n) 
—fSNtSm =fN^*dm = Ann 

Die Coefficieuten der unabhängigen Variation^ 
nach Division dnrch ehn: 

(l+2H)(«"+ft"8inv) + 2{l+«)^Vcosv- 

(l+2n) »"8inv+ [n+(l+n)8in*f ]f("+ %n(o'-{- 

(1 +«){»"— »»''Bin vcosv) — Cl 4- 2n)aiycOB' 

Von diesen Gleichungen ist ein Integral 
der lebendigen Kraft: 

oder: 

AJ'»+r'*+."+2s,)3«. 

oder nach den Formeln (6) mit BerUcImichti, 

ch (7): 

+ [n+(l-|-«)8in»v]M'»-H(l+n)v'»+ 

Elimination einzeln von fx" ond 
ifferentialgloichnngen die 2 oinfacl 

2h) (m"c08 v - 2(a'*'8Ül v)+ 2(1 + 
8»'+2<flV = 



I 
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Zo fernerer Yereinfitchang sei 

w' « tf ; fi' — » 
1+n „ 

108: 

werden die 4 erhaltenen Gleichungen (10) (11) (8) (9): 

kcosv — 2tfv'8inv+2^;rv'cofl^ «— 

|ji'co8v+2av' = 

f* t ff 

s-#==p»*8invcosv + ^<'co8v+(2p — l)-8inv 
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T+(tf+w8inv)»+(l— p)»«cos«v = (2p — 1) 



a— 2^008 y 



(12) 



(13) 
(U) 

(15) 
(16) 



§. 2. Integration. 

Macht man v zur unabhängigen Yariabeln, so lauten die 2 ersten 

tleichungen : 

da 

g-C08v — 2tf8inv+2p»co8*v •= (17) 



3» . r. ^ 

g-C08v+2<r = 
roraus nach Elimination von 0: 



(18) 



g-jcosv — 3k- sinv — 4p;rco8v — 



Hierin setzen wir 
m kommt: 



smv = t 






(19) 



le Gleichong von der Form deijenigen, welcher die Oanss'sche 
iction 



welche lautet: 

a*F 



BF 



+[(*+y+i)«'-«]g^+*y-f = 



(20) 
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Hit ibr Iftsst sie sich darch 3 verscliiedeiie SabstittitlOBea identlfi- 
cirCD. Sei erstlich 

l±t 

dsmi ist zu setzen 

i+y = 3; «=2; xg = ^ 
noraas: 

and man hat die 2 SpeciaU&snngen: 

Die Convergenz der Reihe steht ausser Zweifel, da c* <C 1 ist Dass 

ferner beide Lfisungen unabhängig sind, ist gle 

sollton sie identisch sein, so müasten die Coefl 

Potenzen von e verschwinden. Diese bestehen 

eben) ans lanter positiven Termen. Statt ihre 

Summe und halbe Differenz einführen und da 

schreiben : 

Nach 61. (18) ist nun 

1 — i'8t . , „ 

',i, {l.-l)l(i+l)!2'« ,. 

'%- (i+»)'- '+ n-')'-" 7 

'■"""^ (t-l)f(i + l)12«+> ;* 

iatimmang von ^ nnd £ mQseen die VI 
Zeitpunkt gegeben seiB. Setzt man für 

« = »»0. « = "o 
Ut man: 

t=s 1 Jl=t-1 

"• - -".fo il(l+l)l2> ,5, '*■+* 
«, B i (i-l)Ui+l)lä'+' i 
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Eine dritte Snbstitation igt 



ü = e* 



(23) 



GL (20) geht dabei über in 

(1 — ««)g^+[-2 (2«+2y+l)«Jg^-4«yJ'-0 

und wird identisch mit 61. (19) fOr 

«+y-=*l; ^^Pi «=•*» F^n 
woraus: 

Die so erhaltene Speciallösnag kann, da sie nnr gerade Potenzen 
TOB £ enthält, bloss bis auf einen constanten Factor identisch mit 
n^ sein. Dieser bestimmt sich dadurch, dass, für e » 0, An ^^ Kq 
mm nam. Man hat aho: 

An,^7t,2 j—^ n [A(2Ä+3)+2p] 

k=0 (^^; i A=0 

Eine neue Lösung, welche n^ darstellt, findet man auf folgende 
Weise. Gl. (23) differentiirt giebt: 

Die deriTirte wird identisch mit (19) für 

woraus: 

2A— 1 
(x+Ä)(y+Ä) - (h+l)-^+p 

daher wird 

k=oo ot.a *=*-! 

^"5 (2*)! »£o C(*+l)(2*-l) + 2p] (24) 

Der entsprechende Wert von n enthält nur ungerade Potenzen von 
c, stellt also bis auf einen constanten Factor n^ dar. Zur Bestim- 
nmng desselben hat -man für € = 0: 

-2<J=g^ = Cg^ = 2(2/.-l)C 



C 



2p — 1 
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Differentiirt man Gl. (24), so wird ^ — 1 geraeiosuner Fictor der 
Reihe, hebt sich also nach MnltipUcaUoD mit C. Setzt maa noch 
ib-J-l fQr k and A-j-1 fOr A, so lantet das vollsUndige Integral: 

-''3. (5S+1)T ;Ä [<»+2)(21+l) + 2,] (25) 

(22) geht darans hervor: 

iem s nnd a bekannt sind, giebt Gl. (16) den Wert von 
I. (12) den Wert: 

a* = 3vj/f=aij/;^^ (27) 

äter die Werte 

a^ - nd( )/;(iz.iij ; 3" - ff8t (/^(rfrp) <28) 

Verden. Endlich ergiebt sich die Bahn des Bertthnings- 
r der Gmndebene nach den Gl. (1), DAmlicb: 



3.0 - «8^ l/^(r^j 8in/«0,|/^ 



3. Permanente Bewegung nnd StabilitiLt 

er Integration ist voransgesetzt, dass ( varürt; f&r constante 
les Radea haben die Resnltate keine Bodentnng. 

an St, mithin auch v' — 0, so werden nach Gl. (13) (14) 
lonstant, nnd nach 61. (12) c -- 0. 

mgekehrt, n constant, so sind es anch v nnd ff. Ein con- 

o wQrde fQr variables v ergeben: 
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WS uieieübar ist Folglich kann toh i^, sc, tf jedes nur constant 



Im GL (IS) ist die linke Seite » py'' — 0; daher ergiebt sie 
CoBsUBtea sc, tf, v die Rdadon: 

• = ~ ^ {pii«C08ir+(S!p-l) f } (30) 

Die Kit— fr ist stets positiv. Denkt man, was freisteht, a positi?, 
so n»9E « das entgegengesetzte Vorzeichen Ton v haben nnd kann 

mit V Terschwinden. 



Bedingug d^ permanenten Bewegung ist demnach, dass 1) das 
Bid beim Aofutien keinen die Neignng verändernden Anstoss er- 
bilt; 2) der tangentiale Anstoss genan mit der Geschwindigkeit (27) 



Bei eonstantem ik, <r ist nun 

|i =r nt\ a = (St 

(ein constanter Addend wtlrde nur für die Lage des Axensystems 
Bedentong haben). Die anf der Gmndebene beschriebene Bahn hat 
dum nach (1) die Oleichongen: 

a^ = — sin(«l); yo "= — ^ C08(jrt) 
ist idso ein Kreis vom Badios 

^^ -I/o ^\*8^ 

— — « öp8mv4-^(2p— 1)-^ 

4B 

der in einer Zeit » — dorchlaufen wird. Aus Gl. (80) ist zu er- 

n 

sehen, dass a ein Minimum wird, nämlich 

, ^ ,^,1/^mizlk t^ n-]/^^E=lli (31) 

y CCOSV y pCCOBV 

bei kleinerer Lanfgeschwindigkeit ist die Bewegung nie permanent 

Für den Fall v — sagt die Formel nichts, als dass dann ent- 
weder n oder o null sein muss. Dauernd verticale Stellung des 
Bades ist also nur möglich, wenn das Rad entweder in gerader Linie. 
büft oder auf einem Punkte sich wie ein Ejreisel dreht 
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Dies Ergebniss Ist indes unzureichend. In der verticalen Stel- 
lung ist die Wirkung der Schwere null. Daher können bei Voraus- 
setzung der Permanenz die Formeln nichts weiter ergeben als das 
selbstverständliche Gleichgewicht. In Wirklichkeit aber hat dieses 
keine Bedeutung, wenn es nicht stabil ist 

Zur Berechnung der Stabilität, welche bei jeder Neigung statt- 
finden kann, nehmen wir den Fall verticaler Stellung voraus and 
suchen die Bedingung einer oscillirenden Bewegung bei unendlich 
kleiner Ausweichung aus dieser Stellung. 

Sei £ unendlich klein; dann ist bis auf 2. Potenz entwickelt 
nach (25) (26): 

Dies in Gl. (16) eingeführt giebt: 
t + Va-1') + V+2^o<^o(l~4^+2p«)f4-(V+2<yoV* - 

(2^— l)?c«-fcon8t. 

Um die Constante zu bestimmen, sei t^ der Wert von r fetr s = O. 
Dann wird 



r 



f^-2»o<Joa-4p+V)«-[(V + 2tfo«)p-(2p-l)^] 



€ 



S 



Setzt man 



«« = To-h(V+2ao>-(2p-l)f (32) 

so hat man: 

T(l-e«)«To-hiJ»-(ae+/?)* 

und Gl. (27) giebt nach Integration: 

yi-+?*8in:^~/J 
a 

Bedingung dieser Periodicität ist erstens, dass a reell, also 

to+(V+2V)P>(2p-l)f (33) 

ist Zweitens muss, weil i unendlich klein vorausgesetzt, die Ampli- 
tude der Oscillation 



IVro + ß' 
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unendlich klein sein, was wieder nur möglich, wenn xq und ß un- 
endlich klein sind. Letzteres erfordert, dass n^ oder Cq unendlich 
klein ist Jenachdem es aber % oder 6q ist, muss 6q oder tcq gross 
genug sein um die Bedingung (33) zu erfüllen. So gelangen wir 
wieder auf dieselbe Scheidung zweier FäUe, zwischen denen kein 
Uebergang möglich ist, wie sie sich für c = gezeigt haben, die 
Fälle eines gerade laufenden und eines rotirenden Rades. 

Lftsst man jetzt n^ und xq verschwinden, so bleibt als Bedingung 
der Stabilität in verticaler Stellung übrig: 

Ffir kleinere Laufgeschwindigkeit wird das Bad anfangen sich zu 
neigen. 

Für Rotation auf einem Punkte (c^ » 0) wird die Bedingung 

der Stabilität: 

'(2p -1)^ 



no>\/^- 



pe 



Die Oscillationsdander bei unendlich kleiner Gleichgewichts- 
störung ist 

_^ 4B,yp 

a 
d. L beim gerade laufenden Rade 

4R 



beim rotirenden 



V 



4R 



v^ 



p c 



Sie verlängert sich ins unendliche, wenn das Rad durch Friction 
»mattet Je grösser die Geschwindigkeit, desto näher ist dieser die 
Oscillationsdaaer umgekehrt proportional. 

Bei permanenter Bewegung in endlicher Neigung e kann gleich- 
es nach der Oscillation infolge unendlich kleiner Störung gefragt 
werden. Denkt man n, <r, x durch (25) (26) (16) bestimmt, so lassen 
sich die Gl. (13) (14) (15) als Differentialformehl gültig für jede 
Variation von e anwenden, ohne dass diese der actuellen Bewegung 
zu entsprechen braucht Man hat also: 
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L'on obtient de cette maniöre deax limites entre lesquelles est compris 
raccroissement de vitesse. 

Mais il est an cas particulier remarqaable oü Tin^alit^ (4) 
d^tennine raccroissement de vitesse; c'est le cas dans lequel les dem 
limites 3f(to9 et m(^, () sont 6gales. La fonction q>(t) est alors 
sasceptible d'int^gration d'aprds la d^finition de Riemann (Mathema- 
tische Werke p. 225), et la valeor commune des denx limites est 

t 

rint6grale d^finie / g>(t)€U. On a donc dans ce cas 



U 



(5) 






Cette derniöre formale s'appliqae toates les fois qae la fonction (p(t) 
est sasceptible d'int^gration ; eile s'appliqae en particnlier lorsqae 
9(0 est nne fonction continne, ce qai est le cas suppos^ ordinaire- 
ment en m6caniqae, et alors on dMuit de (5) la formale habituelle 

dv 

Si Ton snppose la möme force F exprim6e en fonction de Tab- 

scisse 

F= t|;(«), 

on formera par la möthode pr^c^dente denx limites qai dans tons les cas 

comprennent raccroissement de demie-force vive — h"-^ correapondant 

ä an d^placement Gm äe xq ä x. Et, on verra encore qae, si la 
fonction ^(x) est sasceptible d'int^gration, Ton a 



^-/ 



^(x) dx. 



in. Snpposons, inversement, qae l'on connaisse la vitesse en 
fonction continae da temps 

(7) V «/(«), 

et qae Ton veniUe les expressious des forces capables de prodaire 
an pareil monvement 

Si la fonction /(() admet ane d^riv^e <p(t) sasceptible d'int^gra^ 
tion, on ponrra prodaire le moavement consid6r6 par nne foree 4idi 
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X. 



Kegelschnittbüschel-Constructionen. 



Von 



Herrn Franz Bergmann, 

k. k. Professor in Jftgerndorf (Oslenr. Schlesien}. 



1. Zar Coustmction des Kcgelschnittbflschels nimmt man be- 
kanntlich auf zwei willkürlich gewählten Trägem t und t (Fig. 1.) 
Panktinvolutionen — durch je zwei Ponktepaare o, a'; ^, b*\ and a, 
ü' ; ß^ ß' — an und projicirt sodann aas je einem Panktepaare der 
Involntion r die Panktinvolution anf t\ ein jedes in solcher Weise 
auftretende Strahlcnbflschelpaar ist projectivisch and erzeugt einen 
Kegelschnitt Alle in dieser Weise erzeugten Kegelschnitte sind nun 
Elemente eines KegelschnittbOschels: denn sie enthalten zweifellos die 
Doppelpunkte r/, und il^ der Involution t\ sie gehen aber noch durch 
die beiden Punkte i>, und D^ in welchen die Geraden d^ ö^ und d^^^ 
d^<S^ und d^d^ sich schneiden, wobei ö^ und Jf die Doppelpunkte der 
luTolntion x bedeuten. Die gegebenen Involutionen t und t liegen 
nämlich bezQglich der Punkte D^ und D^ perspectivisch , indem aus 
leicht begreiflichen Gründen jedes Strahlenpaar, welches aus einem 
derselben zwei involutorisch zugeordnete Punkte des Trägers t pro- 
jicirt, auch den anderen Träger x in zwei solchen Punkten trifft, und 
umgekehrt; bezeichnen also a und u' irgend ein Punktepaar der In- 
volution T, so projiciren die Strahlenpaare D^(a^ a) und I>s(«, a) 
auch ein Punktepaar der anderen Involntion und werden deshalb 
allen den erwähnten projecüvischen Strahlenbüscheln, und die Punkte 
Dj und />] allen von denselben erzeugten Kegelschnitten angehür^ 
B^ Kegelschnittbüschel besitzt somit die Mittelpunkte <2|, <i^ J> 

TeU LXYU. It 
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welche leicht zu construiren sind; jeder Kegelschnitt enthält ausser- 
dem noch die Mittelpunkte der ihn projicirenden Strahlenbüschel, 
also ein Pnnktepaar der Involution r. Dabei bemerken wir, dass der 
Punkt 6, wie auch der Punkt ß dem Schnittpunkte b'= ß' der Träger 
i und T involutorisch entspricht, woraus wir entnehmen, wie die stets 
reelle Gerade D^D^i'^^ T) zu construiren ist, wenn die Doppelpunkte 
der Involution imaginär werden. 

2. Die beiden Strahlenbüschel, durch welche ein besonderer 
Kegelschnitt des Büschels projicirt wird, schneiden, da sie projecti- 
visch sind, auf der Geraden 7 zwei projectivische Punktreihen aus, 
und wir werden derartige Punktreihen auf T so oftmal vorfinden, 
als Kegelschnitte erzeugt werden können. Sämmtlichen diesen Ponkt- 
roihen kommt jedoch dasselbe Paar von Doppelpunkten (Z)^ und />t) 
zu, und ausserdem ist ihnen das Punktepaar b^ ß — entstanden durch 
Projiciren von b und b' aus einem willkürlichen Punktepaare von x 
— gemeinschaftlich: es sind somit alle diese Punktreihen auf T 
identisch. Das letztere Punktepaar ist ausserdem, wie sich ohne Mühe 
zeigen lässt, ein doppeltentsprechendes und wird auch durch D^ und 
Z>s harmonisch getrennt; die projectivischen Punktreihen auf 7 bilden 
demnach eine Involution, welche sich ohne Mühe aus den beiden ge- 
gebenen ableiten lässt. Indem wir also aus willkürlichen zwei Punkten 
des Systems r die Involution t projiciren, projiciren wir gleichzeitig 
auch die Involution T mit den Doppelpunkten D^ und Z^^, so dass 
wir also die Kegelschnitte auf scheinbar zweifache Weise entstehen 
lassen können: durch Projection 1) der Involution t oder 2) der In- 
volution T aus den Punktepaaren der Involution %, 

Drei von den Kegelschnitten des Büschels degeneriren in Gre- 
radenpaare. Verlegen wir beispielsweise die Mittelpunkte der Strahlen- 
büschel nach ß und ß\ so erhalten wir durch Projiciren der Involu- 
tion auf t die Gerade £, durch Projiciren der Involution auf T hingegen 
die Gerade T\ das Geradenpaar t, r gehört somit dem Büschel an. 
Fallen die Mittelpunkte der projicirenden Strahlenbüschel in d^ zu- 
sammen, so wird, wie man sich leicht überzeugt, das in d, sich 
schneidende Geradenpaar d^D^ und d^D^ erzeugt und analog erhält 
man durch die Projection aus d^ das Geradenpaar d^D^ und dfi^. 
Von diesen drei Geradenpaaren ist das erste stets reell, die beiden 
letzteren sind entweder gleichzeitig reell oder gleichzeitig imaginär. 

3. Es sei nach diesen einleitenden Bemerkungen das Dreis^t 
xtT (Fig. 2.) der Träger der drei soeben besprochenen Involutionen. 
Durch die gegenseitigen Schnittpunkte dieser drei Greraden wird be- 
kanntlich von jeder Involution schon ein Punktepaar bestimmt und 
werden zudem noch die Mittelpunkte co und o der ersten beiden 
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InTolutionen angenommen, so sind dieselben auch vollständig fixirt. 
O, der Schnittpunkt der Geraden (oo mit T ist sodann der Mittel- 
punkt des dritten Punktsystems T; denn werden die Punkte co und 
Tqo zu Mittelpunkten von zwei projcctivischen Strahlenbüscheln ge- 
wählt, so entspricht in denselben dem Strahle a>(o) offenbar die un- 
endlich ferne Gerade der Ebene und dem Punkte O auf der Geraden 
T der unendlich ferne Punkt Tao- Gemäss unserer Annahme sind 
beide Involutionen t und T elliptisch, der Kegelschuittbtischel wird 
mithin vier imaginäre Mittelpunkte besitzen. Zur Construction ein- 
zelner Puuktepaarc von t bedienen wir uns eines durch b gehenden 
Kreises Ä', auf welchen wir die Involution x aus b projiciren : F ist 
für diese neue, am Kreise erscheinende Involution der Pol. Irgend 
ein aus F geführter Strahl bestimmt auf dem Kreise die Punkte / 
und Zf; diese liefern wieder, aus b projicirt, auf t zwei involutorisch 
entsprechende Punkte H^ und 7^2, in welchen jener Büschelkegel- 
schnitt H die Gerade t treffen wird, dessen erzeugende, das Punkt- 
system ^ projicirende Strahlenbüschel in H^ und H^ ihre Mittelpunkte 
besitzen. Ein jeder aus F gezogene Strahl gibt also zu einem be- 
sonderen Büschelkegelschnitte Entstehung und so viel Strahlen aus 
F möglich sind, ebensoviel Kegelschnitte werden uns auch im Büschel 
auftreten. Gleichzeitig bemerkt man, dass eine Anzahl der Kegel- 
schnitte mit der Geraden r imaginäre Schnittpunkte liefert, indem 
einzelne Strahlen aus F am Kreise K ohne zu schneiden vorüber- 
gehen; insofern also diejenigen, solche Kegelschnitte erzeugenden 
Strahlenbüschel aus imaginären Punktepaareu der Involution r die 
Involution t projiciren, sind sie selbst imaginär. Es folgt jedoch 
weiter, dass auch der durch solche imaginäre Strahleubüschel ent- 
stehende Kegelschnitt imaginär ist Denn das Punktsystem auf t be- 
sitzt, weil elliptisch, ausschliesslich reelle Punktepaare und projiciren 
wir nun irgend ein reelles Punktepaar von t aus einem imaginären 
von T, so ergeben sich uns zwei imaginäre Strahlen, die in ihrem 
Schnittpunkte einen Punkt des Kegelschcittes erzeugen; dieser kann 
jedoch in keiner Weise reell sein, indem sofort an die Stelle der 
imaginären, reelle Mittelpunkte treten würden. Die Existenz dieses 
Kegelschnittes ist deshalb imaginär und die Gesammtheit aller Büschel- 
kegelschnitte trennt sich in unserem Falle in die Gruppe der reellen 
und imaginären. 

Zu dem reellen Kegelschnitte i/ zurückkehrend, erkennen wir in 
dem Strablenpaare b(Hi) und biH^) die in H^ und H^ berührenden 
Tangenten desselben, indem nach Früherem die (reellen oder imagi- 
nären) Punkte fi], (i^ und Z>i, D^ von den Punktepaaren b und b 
resp. b nnd ß harmonisch getrennt werden, weshalb die Gerade r 
die Polare des Punktes b bezüglich aller Büschelkegelschnitte ist. 
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Und construiren wir ferner die Doppclpunkte ^i, d, von t, so er- 
scheint uns, da die Punkte l^j und d^ bezüglich jedes Büschelkegel. 
Schnittes conjugirt sind, in dem Dreiecke bö^d^ das sämmtlichen 
Büschelkegelschnitten gemeinsame Tripel conjugirter Pole, und alle 
von b, d^ oder S^ zu den Kegelschnitten geführten Tangentenpaare 
berühren längs der Geraden r, rcsp. bd^ oder bö^, 

4. £s ist femer bekannt, dass die Involution, welche gebildet 
wird durch die aus b zu den Asymptoten sämmtlicher Büschelkegel- 
schnitte parallel geführten Strahlen, durch die beiden Strahlenpaare 
&(0, b{T) und Ä(tt), b(v) — welcher letztere Strahl zur Geraden oOm 
parallel ist — fixirt ist. Die von derselben gleichzeitig auf dem Kreise 
erzeugte Punktinvolutiou besitzt ihren Pol in (2>. Wird nun aus dem 
Punkte <Z> irgend ein Strahl gezogen und seine Schnittpunkte mit 
dem Kreise K aus b projicirt , so gibt uns dies die Asymptotenrich- 
tungeu irgend eines besonderen Büschelkegelschnitts. 

Zur Gonstruction der Asymptotenrichtungen des besonderen Kegel- 
schnittes /f (eignet sich nun folgender Weg: Wir verbinden x 
(den Schnittpunkt des Strahles F(III) mit der festen 
Kreistangente in tt)mit<Z>und verfolgen diese Gerade bis 
zu ihrem Schnitte y^ und ^^ mit dem Kreise K. Das 
Strahlenpaar biy^) und %}), welches aus b die letzteren 
Punkte projicirt, liefert die gewünschten Asymptoten- 
richtungen. 

Werden n&mlich die beiden, den Kegelschnitt H erzeugenden 
Strahlenbüschel mit den Mittelpunkten H^ und H^ parallel zu sich 
selbst nach b verschoben, so erzeugen sie in ihrer neuen, concentri- 
schen Lage auf dem Kreise zwei projectivische Puuktreihen. So ge- 
langen beispielsweise die zugeordneten Strahlen H^ib) und H^{b')^ 
ferner H^iß) und H2{b) nach der Verschiebung in die Lage b(I) und 
^(u), b(u) und d(//), und auf dem Kreise sind / und u, femer u und 
// zwei Elemontcnpaare dieser projectivischen Punktreihen; indem 
wir dieselben kreuzweise verbinden, d. h. die Taugente des festen 
Punktes u mit dem Strahle F(III) zum Schnitte bringen , erhalten 
wir einen Punkt x der VervoUständigungsaxo der beiden projectivi- 
schen Punktreihen. Die Vervollständigungsaxe enthält ausserdem noch 
die Doppelpunkte der projectivischen Punktreihen und dicBO ent- 
sprechen wieder den Doppelstrahlen der nach b parallel verschobenen 
Strahlenbüschel; die Doppelstrahleu ferner sind zu den Asymptoten- 
richtungen des Kegelschnittes H parallel, treffen daher nach Früherem 
den Kreis K in zwei Punkten, deren Verbindungslinie durch (Pgeht: 
die Vervollständigungsaxe selbst wird daher durch den Punkt ^ 
gehen und, da sie den Punkt x enthalten soll, mit dem Strahle 0{x) 
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znsammeDfallen. Dadurch ist der Nachwois der angeführten Con- 
stniction geliefert 

Die Axenrichtungen der beiden Parabeln des Büschels finden wir 
nun ohne Schwierigkeit, indem wir die Polare g> von O in Bezug 
auf K constmiren und ihre Schnittpunkte n^ und 7t^ aus b projiciren. 
Und um die zugehörigen Durchschnittspunkte der Parabeln mit der 
Geraden r zu erhalten, haben wir den unter 3) angegebenen Weg 
einzuschlagen: wir schneiden die feste Tangente des Punktes u mit 
den Strahlen (^(tv^) und (^(tt^), verbinden diese Schnittpunkte mit F^ 
wodurch wieder auf dem Kreise Schnitte entstehen, welche aus b auf 
r zu projiciren sind. Für die gleichseitige Hyperbel ist der Strahl 
<I^(fi) zu nehmen, denn für denselben wird Wkl. i/iby^ ein Winkel im 
Halbkreise. Ferner ist ersichtlich, an welchen Stellen die Gerade t 
von Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln getroffen wird, und in welcher 
Weise sich die reellen Kegelschnitte in Fllipsen, Hyperbeln oder Pa- 
rabeln gruppiren. Der von den Hyperbeln erfüllte Teil der Ebene 
wird durch die beiden Parabeln und die unendlich ferne Gerade 
vollständig begrenzt; ausserdem treten in zwei getrennten Gruppen 
die Ellipsen auf, welche das Innere der beiden Parabeln erfüllen. 
Die imaginären Punkte der Ebene werden durch die imaginären 
Ellipsen des Büschels erfüllt; ihre Begrenzung im Endlichen ge- 
schieht durch die beiden, unendlich kleinen Ellipsen in d, und 6f. 

5. Fällen wir vom Mittelpunkte fi des Kreises K ein 
Perpendikel auf den Strahl 0(x) und projiciren seine 
Schnittpunkte z^ und z^ mit dem Kreise aus dem Punkte 
by SO erhalten wir in den Strahlenpaaren b(zi) und b{zf) 
die Axenrichtungen des Kegelschnittes H, 

Denn die Punkte z^ und z, halbiren die beiden Bdgen ^^^f, somit 
halbireu die Strahlen biz^) und biz^) den Winkel yib^f^ der Asymptoten 
und geben somit die Axenrichtungen. Die Construction hängt von 
der Realität der Punkte y^ und y^ nicht ab, ist somit für reelle, wie 
für imaginäre Kegelschnitte mit imaginären Asymptoten durchführbar* 

6. Soll das Axenpaar des Kegelschnittes // dem Orte 
nach bestimmt werden, so constrniren wir in den eben 
gewonnenen Punkten s, und z^ die Tangenten und führen 
dieselben bis zu ihrem Durchschnittspnnkte x^ resp. or, 
mit dem Strahle F(x)y sodann beschreiben wir ans den 
gewonnenen Punkten fx, und ^f) die Kreisbögen 2j}, resp, 
^ und projiciren aus b das Punktepaar ^ und bt Qäch 
<fi und Of. In diesen letzteren Punkten treffen die Axen 
unseres Kegelschnittes H mit der festen Geraden t zu- 



182 Bergmann: Kegthchnitthüschel-Constructionen, 

sammeD und zwar geht durch ö^ die zum Strahle b{t^)^ 
durch <Js die zu b(z^) parallele Axc. 

Um den Nachweis dafür zu liefern, erwägen wir, dass die zu 
einer Axe des Kegelschnittes H parallele Gerade b(zy) , da sie eben 
durch b geht, ihren Pol auf r besitzt; ausserdem befindet er sich 
auch noch — wegen des Parallelismus der genannten Geraden mit 
der ersten Axe — auf der zweiten Axe des Kegelschnittes: folglich 
hat dieser Pol (a^ genannt) im Schnittpunkte der Geraden t mit der 
zum Strahle b(z^) senkrechten Axe seinen Ort. Nennen wir c^' — 
welcher Punkt in der Figur nicht bezeichnet ist — den Schnit^unkt 
des Strahles b{z^) mit r, so haben wir in Folge dieser polaren Be- 
ziehungen in Hl und H^y fernr^r in a^' und a^ zwei Paar sich har- 
monisch trennender Punkte, von welchen uns der Ort der ersten drei 
vollkommen bekannt ist. Die Construction des vierten erfolgte aaf 
dem Kreise iT, indem daselbst die Punkte I^ II und z^ Projectionen 
von iT], /Tg und o^ sind, und wir können dem Punkte z^ die Bedea- 
tung des einen Doppelpunktes jener Involution beilegen, zu welcher das 
Punktepaar / und // als ein entsprechendes angehört, deren Pol wir 
somit in x^ finden. Der andere Doppelpunkt ^ dieser Involution, 
dessen Bestimmung entweder durch die zweite von x^ zum Kreise K 
fahrende Tangente, oder einfach durch den Bogen ^^^i geschehen 
kann, ist der zu /, // und z^ vierte harmonische auf dem Kreise; 
deswegen ist es auch seine Projection o^ zu den Punkten H^^ U^ 
und tfj' auf der Geraden t. 

Ein analoger G^dankenweg lässt sich ohne Zweifel bei der Be- 
grttndung der Construction des Punktes a^ einschlagen. Die Gerade 
K^)'i weil parallel zu einer Axe des Kegelschnittes, hat auf der an- 
deren Axe ihren Pol, ausserdem aber auch noch auf der Geraden r, 
weil diese die Polare des Punktes b ist: der Pol der Goraden 6(s,) 
— (jji genannt — ist also der Schnittpunkt einer Axe von H mit x. 
Um ihn zu construiren, erwägen wir, dass 0^' — der Schnittpunkt 
von b(z^ mit t — und er, conjugirte Punkte bezüglich des Kegel- 
schnittes H sind, welcher die Gerade x in den Punkten H^ und /f, 
trifft; demzufolge trennen sich diese beiden Puuktepaare harmonisch, 
und da uns von denselben die drei letzteren ihrem Orte nach voll- 
kommen bekannt sind, kann der eine von ihnen {a^) ohne Schwierig- 
keit gefunden werden. Seine Construction wurde wieder auf den 
Kreis K verlegt; /T^, H^ und a^' wurden zu dem Zwecke aus b nach 
/, // und z^ projicirt, in z^ die Tangente gezogen und aus dem 
Centrum x^ der Bogen 2,5 j beschrieben. Vom Punkte jj gelangen 
wir schliesslich auf die bekannte Weise zum verlangten Punkte (t^- 

Da die Construction des Punktes a^ oder besser 5^ lediglich 
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daraof zurückgeht, zu drei bekannten Kroispunkten den vierten har- 
monischen zu snchen, so können wir auch — indem / und II diesmal 
als Doppelpunkte einer Involution angesehen werden — in / und // 
die Tangenten bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitte (oder auch 
eine derselben bis zu ihrem Dnrchschnittspunkte mit der festen Po- 
laren/ von F) ziehen und diesen Punkt mit z^ (resp. z^) verbinden, 
wobei wir in der YerlAngerung dieser Geraden bis zu ihrem Schnitte 
mit K den Punkt }i (resp. 5^) erhalten. Beide Construetionen lassen 
sich überdies combiniren. 

Eine Probe für die Genauigkeit der Construction gibt uns der 
Schnittpunkt M des gewonnenen Axenpaares, der Mittelpunkt des 
Kegelschnittes H, Wir beschreiben zu diesem Zwecke aus 
dem Punkte x den Bogen uti^ und erhalten in dem Strahle 
&(%) sofort einen neuen — den zur Richtung der Geraden 
t conjngirten — Durchmesser der Curvo Ä, welcher daher 
mit den bereits construirten Axen nur einen einzigen Schnittpunkt 
liefern darf. 

Denn der Halbirungspunkt der Strecke Hifff ist bekanntlich zu 
den eben genannten Punkten und dem unendlich fernen der Geraden 
T der vierte harmonische; auf den Kreis K projicirt, fixiren wir da- 
selbst eine Involution, von welcher ein Punktepaar /, 12 und ein 
Doppelpunkt u (welcher r^ entspricht), daher auch schon der Pol 
X bekannt ist; ihren zweiten Doppelpunkt bestimmt die zweite zum 
Kreise K geführte Taugente aus x oder einfach der aus dem Centrum 
jc beschriebene Bogen uu^, Reichen also in irgend welchem Notfalle 
die vorigen beiden Construetionen nur zur Bestimmung eines einzigen 
von den Punkten 0, oder ^2 aus, so (kann auch von dieser Probe- 
construction Gebrauch gemacht werden. 

7. Wollen wir zum Centrum von H auf einem directen Wege 
gelangen, so haben wir blos zu erwäger ^ass der Ort der Mittel- 
punkte sämmtlicher Büschelkegelschnitte eine neue Kegclschnittiinie 
M ist, welche in unserem Falle eine durch die Punkte 2», ö^ und ö^ 
ftlhrende Hyperbel mit den Asymptotenrichtuugcn b(n{) und b(n^) ist. 
Zur Erzeugung derselben sind hinreichend viele Stücke vorhanden; 
b und dj (oder auch ö^) können zu Mittelpunkten der beiden sie er- 
zeugenden Strahleubüschel genommen werden, von welchen der letztere 
wieder nach b parallel verschoben wird. In ihrer neuen concentri- 
schen Lage besitzen dieselben offenbar die Doppelstrahlen b(ni) und 
bin^) und wenn wir die projectivischcn Punktreihen betrachten, welche 
diese in b concentrischen Strahleubüschel auf dem Kreise ausschnei- 
den, so ergibt sich, dass n^n^ ihre Yervollständigungsaxe ist. Zu dem 
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Strahle b(uj)^ aaf welchen das Centmm von H liegt, haben wir nun 
den im Bttscbel ö^ resp. im Bttschel S^ entsprechenden zn finden, was 
offenbar anf die Weise geschehen kann, dass wir die Geraden 
u^u und n^n^ bis zum gegenseitigen Schnitte verl&ngern, 
diesen mit u resp. mit D verbinden, um auf dem Kreise 
die Punkte u' resp. O' zu gewinnen. Sodann ziehen wir 
im ersten Falle durch 6^ eine Parallele zu b(n')y im zwei- 
ten durch Sf eine Parallele zu 6(0') und erhalten bei rich- 
tiger Gonstruction einen und denselben Schnittpunkt 
mit dem uns bereits bekannten Durchmesser b{u^): das 
Centrum 3f nämlich des Kegelschnittes H. — d^ 3/ und ö^M 
sind somit neue Durchmesser des Kegelschnitts. Dieselbe Construction 
ist auch für die imaginären Kegelschnitte verwendbar. 

8. um die Grösse der Axen des Kegelschnittes Hy 
und zwar vorerst jener zum Strahle biz^) parallelen in 
einfachsterweise zu erhalten, verbinden wir diePunkte 
% und 5], wodurch sich auf der Geraden z^s^ ein Schnitt- 
punkt f^ ergibt; die Gerade x^S^ liefert uns auf dem 
Kreise K zwei Schnittpunkte et und a', und indem wir 
dieselben aus b auf die vorhin genannte Axe projiciron» 
erhalten wir darauf ihre Scheitelpunkte A und A\ 

Analog ist mit der zweiten, zum Strahle b(9^) paral- 
lelen Axe zu verfahren: Die Punkte u^ und 5^ ^^^^ ^^ 
vorbinden, diese Verbindungslinie ist mit der Geraden 
z^z^ zum Schnitte (^8)zu bringen, und schliesslich sind die 
Punkte ß und ß' — die Schnittpunkte der Geraden a:^, 
mit dem Kreise K -— aus dem Punkte b auf die erwähnte 
Axe zu projiciren; dies liefert das zweite Schcitelpaar 
B und B\ welches in unserem Falle, da die Gerade a-glg am Kreise 
ohne zu schneiden vorübergeht, imaginär ist, wie schon aus der 
Realität der Asymptotenrichtungen vorauszusehen war. Sonach ist 
AA' die reelle, BB' die imaginäre Axe der Hyperbel H. 

Wir haben nämlich in einem vorhergehenden Abschnitte, um den 
Ort der Axe AA^ aufzusuchen, den Pol ö^ des zur anderen Kegel- 
schnittsaxe parallelen Strahles b{z^) in Bezug auf den betrachteten 
Kegelschnitt Ä' construirt; derselbe lag auf dem festen Träger r, war 
zu den drei Punkten fT^, i/^, <y/ der vierte harmonische und war 
gleichzeitig auch der Schnittpunkt dieser Axe mit dem Träger r. 
Aus dieser polaren Beziehung von <y, und biz^) folgt, dass der (in 
der Figur nicht bezeichnete) Schnittpunkt «/ der ersten Axe AA' 
mit b(zi) und der Punkt a^ jener Involution angehören, deren 
Doppelpunkte die auf dieser Axe vorhandenen Scheitel A und A' sind, 
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und deren Centram mit dem Kegelschnittsceotram M zusammenfällt. 
Das Wesen der Construction der Scheitel A und A' besteht demnach 
in der Construction der Doppelelcmente der erwähnten Punktinvolu- 
tion, was sich wieder auf dem Kreise K am vorteilhaftesten ausführen 
lässt. Daselbst wird eine Involution durch die Punktepaare z^ und 
Ji (entsprechend z^' und a^)^ u^ und «, (entsprechend M und dem un- 
endlich fernen Punkte der ersten Axe) fixirt; [ihre Polare zeigt uns 
die Doppelpunkte derselben. Ein Punkt dieser Polaren ist sicher 
der von uns bereits construirte Punkt arj, weil darin die Tangenten 
des Punktepaares z^ und 5^ zusamracntrefifeu ; ein zweiter Punkt der- 
selben ergibt sich bekanntlich im Schnitte || der Geraden z^z^ und 
5i %, indem durch dieselben zwei Paare involutorischer Punkte kreuz- 
weise verbunden werden. Es ist somit iCjfi die Polare der Punkt- 
involution auf dem Kreise und ihre Schnittpunkte a und a' mit 
demselben sind ihre Doppelolemcnte, welche wir aus b zu projiciren 
haben, um die Scheitel A und A' der ersten Axe zu erhalten. 

Analog lässt sich auch die Begründung der Construction des 
Scheitelpaares auf der zweiten Axe führcu ; hier wurde ebenfalls zum 
Strahle b{z^) der Pol gesucht und nach früheren Auseinandersetzungen 
in 09 gefunden, wohin zugleich auch der Schnittpunkt des Trägers t 
mit dieser Axe fiel. Nennen wir ferner z,' den Schnittpunkt der 
zweiten Axe mit dem Strahle b^z^)., so sind z^' und Ö2 zwei bezüglich 
des Kegelschnittes H coujugirte Punkte, welche somit jener Involution 
angehören, deren Mittelpunkt wieder nach AT fällt, deren Doppel- 
elemente die Scheitel dieser Axe sind und welche elliptisch ist, wie 
wir sofort aus der Situation dieser zwei Punktepaaro entnehmen. 
Diese Involution wurde abermals aus dem Punkte b auf den Kreis K 
projicirt (worauf die Punktepaaro z,, J2; **i ^»^ ^ erschienen) und 
ihre Polare construirt, welche durch den Schnittpunkt x^ der Tan- 
genten in den einander entsprechenden Punkten z^ und j^) &^^i* ^uch 
durch den Schnittpunkt der Geraden zjs^ und u^^ ging. Die (ima- 
ginären) Schnittpunkte ß und ß* derselben mit dem Kreise werden 
auf die Axe projicirt, wodurch sich darauf das (imaginäre) Scheitel- 
paar B und B' ergab. 

9. Eine andere Construction des ersten Scheitelpaares A und 
A' kann auf die Weise geschehen, dass wir zum Beispiel in H^ zu 
der betrachteten Axe eine Senkrechte fällen; diese, und dann die 
Tangente b{Hi) bestimmen auf unserer Axe zwei Schnittpunkte, welche 
zu derjenigen Involution gehören, von welcher der Punkt AT das 
Centrum ist, die Scheitel A und A' ferner die Doppelpunkte sind. 
Ihre Construction kann ebenfalls auf dem Kreise K geschehen. 

Auch können wir uns mit Hilfe der Tangenten b(Hi) resp. b{H^) 
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punkt c (in der Figur nicht bezeichnet) des Durchmessers d^ mit 
Hn^)] denn weil r die Polare^ von b und der Durchmesser d^ die 
Polare des unendlich fernen Punktes des Durchmessers d^ ist, ist auch 
die zu d^ parallele Gerade b(n^) die Polare des Schnittpunktes p Ton x 
und d^ weshalb die Punkte p und bezüglich des Kegelschnittes £ 
conjugirt sind. 

Schneiden wir nun die Axe AA' durch die von p zu ^ senk- 
rechte Gerade, wie auch durch den Strahl Hn^)^ so erhalten wir 
darauf ein Puuktepaar jener Involution , deren Centrum M ist und 
deren Doppelpunkte / und f' bekanntlich die Brennpunkte des ima- 
ginären Kegelschnittes E sind. 

J&gerndorf, den 17. Febr. 1881. 
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14. Die Punkte O und P entsprechen sich als Umkreiscentra 
der ähnlich liegenden ähnlichen Dreiecke ül^tf und OaOhOcy folglich 
geht OP durch ihren Aehnlichkeitspunkt iV; und man hat in Verbin- 
dung mit XII. allgemein 

XY. Je drei entsprechende Punkte NOP (mit gleichem Index) 
liegen mit M in einer Graden. 

15. Zieht man im Umkreis die Durchmesser AA^ BB^ CC^y so 
sind die Dreiecke ABC und A^B^C^ congruent und ähnlich liegend 
für M als inneren Aehnlichkeitspunkt. Nach XII. entsprechen sich 
in diesem System die Punkte O und P, letztere sind also die Be- 
rahrungskreiscentra für A^B^Cf und bilden ein vollständiges Viereck^ 
dessen 6 Seiten von dem Umkreis M halbirt werden, und welches 
dem durch die Punkte O gebilde'cn congruent ist. Ausserdem folgt 

XVI. Je zwei Seiten der Vierecke O und P sind gleich und 
parallel, wie ObOe und PbPe, je zwei andere halbiren sich unter 
rechtem Winkel auf dem Umkreis, wie O^Oe und PPa. 

16. Die Punkte O^ bilden nach 5. ein Viereck, welches mit 
dem aus den Punkten O gebildeten ähnlich und ähnlich liegend ist 
fttr das Aehnlichkeitsverhältniss 2 : 1, folglich 

XVII. Die Verbindungslinie zweier Punkte O" ist parallel der 
Verbinduugslinie der entsprechenden Punkte O und doppelt so gross 
als diese. 

17. Zwischen den Strecken der bisher betrachteten Figur finden 
merkwürdige Beziehungen statt, welche einerseits durch die Radien 
QaQbQe, andererseits durch die Grössen r ^ « am zweckmässigsten 
dargestellt werden. — Es sei X die Mitte von 00a und Y diejenige 
von ObOcy so ist XY ein Durchmesser im Umkreis und seht senk- 
recht auf BCy weil sie die Mitten der zu BC gehörigen Bogen ver* 
bindet. XY gebt demnach durch A\ Im Trapez 0£l£laOa ist 
XA' ^^iQa—Q) als Verbindungslinie der Diagonalenmitten und im 
Trapez Obüb^^eOe ist YA' ^ i(Qb'\' Qe) als Verbindungslinie der 
Schenkelmitten. Im rechtwinkligen Dreieck XYB ist aber 

XY = XA'-\- YÄ = 2r 

XB^ — XY,XA' = r(pa— p) 

YB^ == XY. YA' « Ti.^b'^r^c) 
und da ausserdem 

00a =- 2XB, ObOe ^2YB 
^*^t, so folgt 
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XVni. OOa^ — AriQa — Q) 0|0c« = 4r(pi + fc) 

OOb^ « 4r(|>» — p) O^Oc^ = 4r(e. + f«) 

OOc^ — 4r(er — 9) O.Ol* « 4r(p. + W) 

00a«+ OOk«+ OOc»H-OkO.«+ OmOc*+ O^W = 4ör« 

Wendet man auf die Dreiecke OmOkOc, 0(hOc etc. den aUgemeinen 
Pythagoras au, so ündet man mit Hülfe der letzten Gleichungen 

XIX. OA OOm = OB ,0(h «= OC.OOt « Arp 

OaA,OaO = OaB.OmOe = O^CO^Ok « Ar^m 

OiA,OhOc =» OhB.OhO = OkC.OkO^ =- 4r^ 

W^eo OO« = 20X nnd OiO« «= 206y ist nach XIX. OAOX^ 2rg 
and OhA.OhY^ 2r(fh. Drückt man die Potenz der Punkte O in Be- 
zug auf den Umkreis durch ihre Entfernung vom Mittelpunkt und 
durch den Radius des Kreises aus, so erhält man OA.OX « r*— OM^ 
und (hA.(hY^ (hM^-r^ oder OM* = OP« = r* — 2rp, 0|J/« = 
r*+2rp». Da femer die Punkte O und 3/ von ^BC den Punkten 
(f und ^ von Ä'BTC entsprechen, so wird 

XX. PO« =401f« =0"^* =4(r*— 2re) 
p^O.* = 40.1f« = O.^iJ« = 4(r»+2rp.) 
PbOt? = 40*JM^ + Oi^jy* = 4(r*+2rp») 
P,Oe« = 40cA/« + Oc"Jy* = 4<r»+2rpe) 

P0*+PaO««+ AO»*+PrOc* = 4(0Af«+ 0^/«+ Oklf«+ Oclf«) = 

0"i?«+ 0:'H^+ (h"H^+Oc'H* « 48r« 



18. Aus den bekannten Gleichungen 
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p=-7 p'-jz::, ^-7=^ ^^"^-^r 

liest man sofort die folgenden ab : 
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f) (»-(■) if.-t) = 
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4ri.» 


c) (».+»>( 
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äz< = 


= 4rt 



(e»— p) (Pll+P»)<p*+Pc) = {t-b)* ^ ~ ^^*' 

(Pe~p) (Po+PeXW+P«) = 7^^^ = ^'P'* 
(pH-P»)(P'H-P')(P»+P«) = -J^* = 4r»» 

I. und XIX. folgt 

Pfl — P P» + Pc 

Hiebt mit 18d): 



-p)(p«-p) OB' -(ea-f) (e,-!,) oc -(pa-p) (pt-p> 
+p»)(p»+p*) o.Ä«=(p.-p) {p.+ej) o.c»-(e.-p)(e,+p,) 
-p) (pH-p») o»B»=(p.+pt){fl»+e.) OiC»=(pi-p) (pft+p.) 

-P) (P.+P») O.B«-(p.-p) (p»-|-pc) O.C'»-(pa4-pe)(p» f pc) 
— P) (Pt+P«) **— {P»-P) (Pd-Pt) C— (pc— P) (Po+P*) 

(cf. 18b) 
OA.OB .OC — 4V 

OaA.OaB.OaC '^ 4f-po* 
OtAOifi.OiC = 4rpt» 
OtA.OcB.OcC — 4rf«» 
0Kl.0iS.0tC~ 4*-«» 
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XXm. OA.O„A = (hA.OcA = 6e = 9ift-hi/«g (cf. 18b) 

OB.OkB =. O^B.OcB = oc = p„5j-(-ptp 
OC.OtC = OoC.OtC =■ a4 — paffc-J-p^p 
OaC.OiA.OtB — OtB.OiCOcA ^ ,ü,e — 4rp« 
AnsXVnr. und ISd) folgt: 

XXIV. 00, .OOi .OOc — 16r»p 

ObO .OaOi.O«0, = 16rV 
OfrOaOjO.OfcOe = 16r»pj 

OtO«.0,0».OcO — 16rV 
Ot(h.OaOc.OtOc — 16f-»« 
19. Nach 12. ist: 

üBtf : Ou^^fcOs ~ JlB* : OarA« = p» : 4r* 
and desw^^GD mit BQlfo von XVIII.: 
XXV. 

n,B»' = 7-{()*-e) »*«&» - y^{p«-e) üttf.» - *' (pH-**) 
»,«c» - 7-{p^p) ü^* = *^(pi-p) 

]9CBatfa ist ein glcicbschenUigcs Trapez, also ein Kreisviereck; 
zwei gegeaaberliegeude Seiten dessclbeo und BB. — tftf. — a, di« 
beiden andern BC nnd Batf«, die Diagonaica Btfa und BaC, folglich 
nach dem Ptolernftos und mit HOlfe von XXI. nnd XXV.: 

XXVI. 

B«.* ^ B.tf' = a'+ ^^(pH-Pc) - (pH-P.j(p^pH- ';') - «'H-f 

«tf.« - J.tf* - i»+^,fc+p,) _ (,H-p«)C»-p+^^ - i*+*:^ 
«8«» = *B»-** + ^pH-i 

Ancb BttftBcCc ist eii gjüch« 
Tiereck; zwei gegealbali .«mL 
die Iieiden anden Brf« = B<« 
demnaeh gut «— ^.^-^ f«« X: 



kü. 
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XXVII. 

xxvin. 

il»c*4-ile»«+il«»6«+il6B«« - 4c« = 4(p*-p)(p«+pfc) 

20. £8 ist 

üi? ,MC « JßiüB.MaC =• (*—*)(«—<?) « Pap 
J0ieB.£icC = üftB.ÜfrC — *(«— a) = pftpe 

andererseits sind die Potenzen von Ü und Mb in Bezug auf den Um- 
kreis r*— üfÄ* und ilfilft* — r*, folglich hat man: 

XXIX. 

MM^ — AfÜa« — r» — Pap MAi^ - Jlfilc* - r«+ Q^Qc 

Af B« = Jf »ö* - r« — pftp MHa* - 3/»c* - r« + papc 

3/«» « JÄc^ — r» - pep M£a* - Aftfi« — r«+pap6 

Wegen 

aB = f^ — A'a und ilC=^+.l'il 



ist 



und wegen 



ist 



aher 



a« 



ilB.ilC7= j— ^'Ä« 



ileB«^'JI<,— I und ileC'«^'ile+^ 



a« 



ÜÜa » 2^'il und AhMc » 2^'ile 



folglich : 
XXX. 

ÜÜa« «a« — 4p«p »»6* «Ä«— 4pkp tf€«« -c« — 4pep 

JkÜc« - a« + 4p6pc l^aVc^ « *«+4paPe «a«** « <?*+4paP6 

Mit diesen Gleichungen erhält man aus den Dreiecken Ü'Üila, Ma'M^Ü^ 
£lb'MhMe und ütf'ilcilb 
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Äa'J« = a«-4^ap + 4^a* Äc'-«6« = 0« + 4^5(?. + 4pc« 

Als entsprechende Seiten ähnlicher Dreiecke sind 

M'Ma = 20A' üfl'Ü = 20a^' Üh'Ae = 20»^' Üc'ilft = 20cA' 

und als entsprechende Strecken in den ähnlichen Systemen A"B"C" 
und ABC 

a'A = 20^' Oji'A = 20a^' 06"^ = 2(hA' Oc"A = 20eA' 

daher 0^'A ^ Ü'Üa et& oder die Punkte (/' und Ü' liegen symme- 
trisch auf der Transversale A^ Setzt man schliesslich für a' den 
Wert aus XXI. ein, so wird 



(y'A* « (ga-if) (^H-Pc-^P) ^'^* - (P»-P) (P«+Pe-4p) 

O."^« - (Pa-p) (Qh+Qe+^Qa) Oa'B^ - (p<rf Pe)(p6-p +4pa) 

OfTA* = (P*4-Pc)(pa-P +4pö) Ö6"B« « (p6-p) (pa+pH-4p6) 

Oc"^« - (p6+(?c)(pa-p +4pc) Oc"B« => (p^p,)(pj-^ +4pe) 

0"C« - (pc-p) ((>«+P6-4p) 

0«''C« - (Pirf P»)(pc-p +4pa) 

Oh"C^ « (Pirfp»)(p^p H-4pft) 

Oc"C« = (pe-p) (p«+pj44pe) 

Denkt man Ü'il, Üa'ila auf AA^ projidrt, so wird 

Ja'Ü : Ma'A = Oa"^ : Oa"il = 2pa : 2pa+Ä« == P«— P ' P« 
Jft'Äc : Ah'A = Oft"^ : Oh'Ac = 2p6 : 2pö — Äa == P6 + pc : p» etc. 

folglich: 

xxxn. 

0^'A : Oa"il — pa — P : pa C>a"B : OJinSc — P« + Pc 2 Pa 

Oft"^2 Oft^Je « Pd+Pe:pö Öft"B: Oj"» = p» — p : p6 

0/U : Oc"il6 — pft + Pc : P« ^«"^ : Öc"»a — pa + Pc : Pc 

a'A : O^Üa -=» pa — P :p (y'B i 0"»6 - P6— p :p 



Oa"C: Oa"(& - pa + p6 
a6"C:<%"€a-pa+Pft 

Oc"C:Oc"a — pc — P 
0"C :0"tfc — pc — P 



pa 
P» 
Pe 
P 



Denkt man die Seiten der Dreiecke ABM^ AB^a, ABMtj ABÜe 
durch je eine Transversale Ctf, Ctf«, Oihy Cte geschnitten, drückt 
die Abschnitte auf den Seiten von ABC durch «, <— a, <~&, < — c 
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ans und setzt für « — hi « — c « Qc •* Qh und hiernach fftr 9 — 6 2 a ■= 
QciQh-^-Qe etc., so erhält man mit Hülfe des Ceva: 

xxxin. 

LA : LA — P6+ P« • P« -^«-ö 2 Lcüc =- P6— p : p« 

jLc-4 : Leffie =* Pa— P : Qh LB 2 1/3Ö «= Qti'^'Qc'Qh 

LbA: LhMb — Pa — p 2 pc Ai-Ö : Xki)>a = Qh — p 2 p^ 

LaA: La^a =- P6 + Pc 2 p LbB : LhUh «- P«+Pc : P 

LbC: Lh^h = pc — P : pa 

Lad Lada ^ Qe — p 2 p* 
LC 2 Ld =^ Qa'\' Qh 2 Pc 
IrcC2 Ledc = p«+ P> • P 

21. Es ist Wkl. BAA^ = BCC^, und weil AB^HC^ und CA^HBj^ 
Kreisvierecke sind, so ist auch BAA^ =- C^B^H und iJCCi -= A^B^H^ 
folglich CiB^H '-^ A^B^H d. h. im Dreieck ^BjC, wird der Winkel 
Bi durch i^B^ halbirt, ebenso A^ durch ^^1^ ^°<1 Q durch CC^. 
Daher sind HABC die Berührungskreiscentra für -<4,BjCi. I™ F<>1" 
gendcn soll immer ein spitzwinkliges Dreieck vorausgesetzt werden, 
für stumpf- und rechtwinklige Dreiecke erleiden die Formeln, in 
welchen Höhenabschnitte auftreten, geringe und leicht erkennbare 
Modificationen. Der Umkreis für A^B^C^ ist der Feuerbachsche 

Kreis von ABC^ sein Radius ist ^, sein Mittelpunkt M* liegt nach 

I. in der Mitte von HM. Die Radien der Berührungskreise for 
A^B^Ci mögen mit p^Pa^p&*Pc^ die oberen Höhenabschnitte HA HB 
HC mit ha' hbhe\ dio unteren HA^ HB^ HC^ mit ha''h"he" bezeichnet 
werden, dann hat man mit Anwendung von XIX. auf das Dreieck 
A^B^Ci'. 

XXXIV. ha'ha" « h'H" — hc'hc" - 2rpi 

haha' « hABj — cACi « 2rpa* 
hhhb' =» aBA^ = cÄQ = 2rp6» 
hehe' « aCili «= bCB^ == 2rpei 

Nach 8. ist 
2aBA^ = a«+c«— ft« = (a-H?)«— ä«— 2ac = (a-f *+<r)(a-H-<?)— 2ac 

= 4«(«— ft)— 2<IÖ =: 4poPt— 2(paPc+P6p) 

folglich 2 

XXXV. haha = 2rpa* =r q^Qc — g^Q 

ÄfcA»' = 2rp6> = QaQe — P»P 
ÄeÄc' = 2rpe* = papfr — pep 
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Mit Hülfe von XX. erhält man: 
XXXVI. 

iAfß^ « r«+4rp6» « r^ + 2hbh' « r^+paP« - QhQ 
4M'C^ « r«+4rpc^ « r« + 2Mc' - r«+pa^6 — ^cP 

In den ähnlichen Dreiecken ABC und A'B'C sind ^^1 und J£^' 
entsprechende Linien, folglich ha' = 2MA', hh' = 2MB\ hc' = 2MC\ 
Femer ist (cf. 17) XA' — MX—MA' und KA' = Jf F-f A£4', daher 
gleichfalls nach 17.: 

XXXVU. pa — p=2r — Äa' P* + Pc = 2r-|-Aa' 

P5 — p == 2r — V Pa + ^c = 2r4-V 
pc— p = 2r — Äc' Pa + P6 = 2r-|-V 

2ha' — — Pa+Pft + Pc+P 
2Äft' = Pa — Pft + Pc+ P 
2he =» Pa + P»-"P« + P 
4r -= Pa+P» + P<? — P 

22. Die Projection von OA auf AA^ ist Aa — p, folglich im 
Dreieck OHA nach dem allgemeinen Pythagoras 

OH^ = 0^«+Äo'*— 2Äa'(A«-- p) « 0^«— ÄoÄ«'— Ä'Äa"+2Ä«'p 
"■ p(Pa — P6 — Pc + p) — 2rp*4- 2Äa'p 

wo zunächst ha* =» ha' (ha— ha') und dann für O^*, ähA/ und Äa'^a" 
die Werte aus dem vorhergehenden gesetzt sind. Ebenso findet man 

OaH^ — Pa(pa+Pft + Pc + P) — 2rp^ — 2Äa'p 

Nimmt man jetzt die Werte für 2ha' aus XXXYU., so folgt 

xxxvm. 

OH* — 2p« — 2rp» (hH* — 2pft«— 2rp» 

OaiJ« - 2pa*— 2rp» OcH* — 2pc*— 2rpi 

Im Dreieck ABA' ist 

und im Dreieck ACA' 

folglich: 

4J'^» = 26« + 2ö«— a« 
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Entsprechend also in den Dreiecken OHM^ OaHM etc. 

AM'Oa^^ 20aH^+20aM^'-HM^^ 4c^a»— 4rk,>+2r«+4rp.— r«-f4f^» — 

daher 

XXXIX. M'O ^^-^9 iW"Ö^-^+P6 

d. h. Der Feuerbachsche Kreis berührt die vier Berührongskreise. 

23. Eine Reihe von je drei gleichartigen Strecken sind die 
Wurzeln kubischer Gleichungen, deren Coefficienteu in den vorher- 
gehenden Formeln durch die Grössen r^ und s bereits ausgedrückt 
sind oder doch sehr leicht aus ihnen ermittelt werden können. Aus 
18a) und b) und XVIII. hat man: 

XXXX. a+b+e^2s 

abo ■* ires 

XXXXI. ea + P6+Pc — 4r + (» 

9a9b'\'9a9c + Qb9e = «* 
9a9h9e = 9^ 

Es war AA^ ein Durchmesser im Umkreis. Aus Aehnlichkeit der 
Dreiecke ACA^ und ABA^ ergiebt sich bi2r^=ku:c, daher ist: 

2rha «=» bc 2rhh «=* ac 2rhc «« ab 

4r^hahb = e.abe Ar^hakc ■= b.abc 4r*ÄöÄc =™ a,ahc 

SrHjibhc = (abe)* 

XXXXII. ha+ki, + he - ~:(#»+4r(» + p«) 

ÄaÄöÄe — 2;; . 4p V 

Aus XXXVII. folgt: 

a) ka'+W+hc' = 2(r+9) 
und hieraus wegen 
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XXXXVI. «io«+m»» + fn.» - %r{ir-\-e) 

ma*m*mc* = 266r*»» 

xxxxva 

r' 
24. Die Strecken OA OB OC mflgeo mit wa tr» We, O^^ 0»S O^C 
mit IIa v» ue bezeichnet werden, so ergiebt sich aas XXI. mit Hfllfe 
von 22. sDd ana XXII.: 

XXXXVIII. va'+m'+w<:* - ,»— 8re+p* 

XXXXIX. V+V+p.» - j.» + (4r+p)* 

pqW+P-W+PsV = 8r*>(4r+(.) 
p^i^,»!«.,,» _ 16rV 



XII. 

Miscellen. 



Zar Tkeorl« der ujmptolliwhcn Paukt«. 

£s ist ablich, den Carvenpankt, welcliem sich ciuo Cbito in on- 
eudlich Tielen, immer kiciaer werdenden WindnugeD nähert, einen 
asymptotiscbcn Pnnkt za nennen ; so z. B. ist fdr die Curvc, welche 

in den Polarcoordi Daten r nnd u die Gleichnng r ^ - bat, der Pol 
ein solcher Fonkt 

Hit gleicbein Rechte werden wir anch jenen Punkt einer Corve 
als einen asymptotiHheD Punkt bezeichnen kennen, den die Corve 
erst erreicht, nachdem sie unendlich Tiele OsrillatioDeii gemacht bat, 
die dem betreffenden Pnokte immer niber rOrrken nnd dabei immer 
kleiner werden. Wir scheuen ans ja aoch nicht, ausser der Geraden, 
welche sich einer Carr« immer mehr nnd mehr nlbert nnd fi« erst 
im Unendlichen eiröchl, (wie z. B. die Abseiiaenaxe OX die Cure 

9 — ^, uch jene Gerade aae Asjrmptote za neuen, n welche 
sich die Cnrre in nnesdlid neb^n. immer kleiner werdenden S^hwiii' 
gangen bewc^ «nd eist im Cnendlichei 

Abstüsenaxe OX ftr die Carre ... g ^ 

Stdien wir «na zwei Cnr«en 4er erst 
so wezden wir sogkkä erkennen, das« < 
beiden FftOen des GfCBzwwte 5*3 nihe 
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Winkel u ins Unendliche wächst — nur wird im I.Falle u alle Werte von 
his 00 durchlaufen kOnnen, während sich u im 2. Falle nur inner- 
halb gewisser Intervalle bewegen darf. Dies wäre z. 6 der Fall bei 

der Curve mit den Gleichungen (r «=- - Vl-|-5*siu*«, tangw =68ina) 

oder (x «= -, y = — sin«), wobei a die unabhängig Variable ist 

Wenn wir die genannten vier Curvenarten vergleidien, so finden 
wir gewisse Uebereinstimmungen und Gegensätze, die sich am deut- 
lichsten bei den Werten für o-, y und r zu erkennen geben. 

Z. B. haben wir bei den erwähnten vier spedellen Gurren — 
wenn wir überall a als Veränderliche einführen — für ein zunehmen- 
des o: 



X 



a 
2 



X 



sino 



-V«*+o* 



u 



a 
a 



X zunehmend 
y abnehmend 
r zunehmend 
Asymptote der 
ersten Art. 



X zunehmend 

y zu- und abnehmend 

r zunehmend 

Asymptote der zweiten 

Art. 

a 
*-=2 



c os « 
a 

sina 



X = a 

y = a 

a 
a 

tt = a 

X ab- und zunehmend 
y zu- und abnehmend 
r abnehmend 
Asymptotischer Punnkt 
der ersten Art. 



ab 






r = - Vi -f 6« sin»« 

tangtt » bsina 

X abnehmend 
y zu- und abnehmend 
r abnehmend 
Asymptotischer Punkt 
der zweiten Art. 

Es ist wohl nicht notwendig, die Analogien und Contrarien, 
welche sich diesem Schema entnehmen lassen, besonders hervorza- 
heben — auch brauchen wir nicht erst weitere und allgemeinere 



A 



) 
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BetrachtuDgen anzustellen um darzulegen , dass der asymptotische 
Punkt der zweiten Art in die Reihe der asymptotischen Elemente 
aufgenommen werden muss, wenn diese nicht lückenhaft hleihen soll. 

Betrachten wir nun jene Curve näher, welche nach Ohigem einen 
solchen Punkt haben soll. 

In orthogonalen Pnnktcoordinaten lautet ihre Oleichung: 
y ^ bx%ui-. Diese lässt uns sogleich erkennen, dass die Curve zu 

sc 

beiden Seiten der Asymptotenaxe YY' sjrmmetrisch verläuft; denn 
y = f(x) hat für a? =» + fl-j und x:= ^x^ denselben Wert. Wir 
brauchen daher nur die eine Hälfte der Curve, z. B. die rechtslie- 
gende, zu untersuchen. 

Um dies leichter tun zu können, führen wir eine neue Veränder- 

a 
lidie a ein, und setzen - » o. 

' X 

Die Curve C ist dann bestimmt durch die zwei Gleichungen : 

(a . 8ina\ 

^ «,. ^ . » , ^ Z>«(aisinflf)l 

Dem Werte a=:0 entspricht a; »00 undy«{= — ttt'x — 

^n\^) Ja=:< 



1 J^ 



Ja=0 

a.h oder der Punkt (f . . . (oc « od, y «- ab). 



Ninat a stetig zo, so nimmt x stetig ab und nähert sich , wäh- 
reid m ns Us^idliche wächst, der Grenze Null. 

Asden y! sin« dnrchlioft periodisch alle Werte von Null fiber 
(+1) bis K«U, ud von da aber (—1) bis NuU; et wird daher 



f -> «& aadi stetig aas dem Positiven ins Negative und omge- 

kehrt ab er gctc« , wobei ab^ — da sin « <1 ft ist, oud der Unterschied 

wird — der absolute Wert von jr in immer Ueiner 
iBtervalleB lidi bewegt 



Bto m — f^'Ki* gross wird, hat sin« oud aach y unpodlirbmal 
Ndl wmM 4er ftmtiwem md negativCT Seite hin fibersdiritten um! y 
■AB— KA ^ea Gresxwert Kau err^dit, weil ja sia« nie waendli^ 
wsd. 

Die C^wve C kommt also voa d« oeadliciiea Pmü^te ri^r 
■ad nlhfft mtk, «■ die Ab a ri i wrmai e 
Om 



L 
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In Polarcoordinaten sind (r =• -yi-f-^*8in*«, tgu = ^sin«) die 
GIcicbangeu der Curve C 

Die zweite Gleichnng lässt uns sogleich erkennen, dass u nicht 
alle möglichen Werte annehmen kann, sondern wegen sino nnr solche, 
welche in den Grenzen: 

O . . . arctang(-(-i) ... O . . . arctang( — b) . . . liegen: diese 
kehren aber periodisch wieder, wenn sich a stetig ändert. 

Was r betrifft, so sieht man, dass, für « « 0, r « oo, mit wach- 
sendem « aber immer kleiner wird und sich dem Grenzwerte Null 
nähert, wenn er ins Unendliche wächst. 

Somit wird das bestätigt, was wir oben über den Verlauf der 
Curve C gesagt haben und nun dahin ergänzt, dass die Schwingungen 
um XX' die äussern Schenkel g und g' der Winkel (-f-'h) ^^^ 
( — M|) nicbt überschreiten dürfen. (tgMj = b). 

Wäre in der Gleichung der Curve C . . . y ^ bxsin- der Factor 

X 

sin - constant, so hätte diese die Form der Gleichung einer Geraden 

X 

die durch O geht Nun ist sin a^ — sinof^ wenn «i + ff« ==* (2n 4:1)ä 
oder wenn a^ — a^ = 2n7t\ also liegen alle jene Punkte pm-'A^m^ym) 
auf einer durch O gehenden Geraden, bei welchen sich die Quotienten 

— zu (2n ±,i)n ergänzen oder um 2nn unterscheiden* (In der Figur 

liegen die Punkte joj, p,, p» • • • ^^f der Geraden ^i, die Punkte p,', 
Pi^ Ps • • • ^^^ ^^^ Geraden gi) ... 1). 

Für den Abschnitt OT der Tangente auf der Ordinatenaxe bat 

(ly fly CL ab a 

man OT = y — x /. Hier ist / = bsiu — cos -, daher Or = 
^ dx dx X X x^ 

ab COS -. Dieser Wert ist bei allen Punkten gleich, bei denen die 

X 

Summe oder Differenz der Quotienten — . . . 2n7t beträgt (z. B. für 

Xm 

p^ und pi oder pg und pi) und entgegengesetzt gleich, wenn diese 
Summe oder Differenz (2n±l);i; gleich ist (d. i. z. B. der Fall bei 
den Punkten pj und pj oder p, und p/). OT wird Null, wenn 

aj«— , .jr-« •• 7K — r-TT- Für diese Werte findet sich 
n Zn (2»±1)« 

2ab 2ab , 2a a ^ i ^ tx- ^ u 

«'^"^'- 3^'-- ± (2^ l)i '^'^^ ;to = ± *• Die entsprechen. 
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den Punkte P„ Px\ if? A' . . . genügen auch der Bedingung 1) und 
liegen somit auf den zwei Geraden g und g\ welche zugleich vielfache 
Tangenten der Curve sind. (Es sind das jene zwei Gerade, in deren 
Winkel die Cnrve C oscillirt). 

OT »» aftcos- hat den grössten, beziehungsweise kleinsten Wert 

(IG O 

OT^ =» + ab^ wenn a? — oo, — i ö" • • • "~ • Fttr diese Werte, welche 

dy 

den Punkten U, TTj, TT, . . . entsprechen, ist aber auch ~ « 
^sin - — —cos- ein Maximum oder Minimum (0, 4-bn. —bn,. .), 

XXX X 7 I 7 ,1 

denn ^K = -j sin - ist dafQr Null, während -^ nur fttr (ir = od 

y » a&) . . . U Null, soust aber abwechselnd positiv und negativ ist. 
Die in XX* gelegenen Punkte TT^, TT^ . . . sind also Wendepunkte 
der Cnrve, die Geraden T^'W,, T^W^, r/TTg, 1\W^ . . . ihre Wende- 
tangenten; U aber ist der unendlich ferne Punkt der Curve C und 
1\U oder G eine osculirende Asymptote derselben — daher kehrt 
auch die Curve ä auf derselben Seite von 6^, links von YY' aus dem 
Unendlichen zurück. 

Eisenstadt, Jan. 1881. 

Franz Schiffner, 
Lehrer an der k. k. Militär-Unterrealschule 
in Eisenstadt (Ungarn). 



2. 

Ueber eine Raumcurfe mit einem asymptotischen Punkte 

und deren Tangentenfläehe. 

Unter den Raumcurven, welche man bisher in der analytischen 
Geometrie des Raumes und der Projectionslehre besonders studirt 
hat, nehmen die cylindrische und konische Schraubenlinie einen her- 
vorragenden Platz ein. Erstere entsteht, wenn sich ein Punkt um eine 
feste Gerade A dreht und mit wachsendem Drehungswinkel gleich- 
massig in der Richtung der Drehungsachse A vorwärts schreitet (oder 
sich gleichmässig von einer zu A senkrechten Ebene entfernt) ohne 
seine Entfernung von A zu ändern; letztere, wenn sich der drehende 
Punkt bei zunehmendem Drehungswinkel gleichmässig von der Dre- 
hungsachse A und einer zu ihr senkrechten Ebene entfernt 
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Es liegt nun die Frage nahe, was für eine Curve entsteht, wem 
sich ein Punkt um eine feste Gerade A dreht und die EntferanDg 
desselben von der Drehungsachse sowohl, als auch von einer zq ihr 
senkrechten Ebene mit dem Drehungswinkel in einem umgekehrten 
Verhältnisse stehen? 

Nehmen wir die Drehungsachse A als die verticalc Z Achse eines 
orthogonalen Coordinatensystems an, so werden sich die Aenderangen 
in der Richtung von A im Aufriss, der Drehungswinkel und die Ent- 
fernung des erzeugenden Punktes von A im Grundriss in ihrer natflr- 
liehen Grösse projiciren. Nennen wir den Drehungswiukel ir, den 
Radiusvector der Raumcurve r und dem entsprechend den Radios- 
vector der Grundrissprojectiou r\ so ergeben sich ftlr die Curve C 

folgende Bedingungsgleichungen: r' « -, «« - oder x «=» - cos ir, 
a . b 

Wenn der Winkel, welchen der Radiusvector der Raumcurve C: 
r — = Vr'^ -|- 2* === — Va* + &* mit der horizontalen Bildebene macht, 

r a 

mit n bezeichnet wird, so hat man cos n =- — oder cosn = , — -z^^^ 

d. ist ein constanter Wert 

Der Leitstrahl r der Raumcurve C ist also gegen die horizont^e 
Bildebene und gegen die Drehungsachse A immer gleich geneigt, und 
CS liegt deshalb die ganze Raumcurve C auf einem Rotatiorskegel K 
mit dem Scheitel O, (Anfangspunkt des Coordinatensystems) der Achse 

A und der Neigung (o ""*) seiner Erzeugenden gegen die Achse A 

Als Gleichung dieses Kegels K ergibt sich: ac^+y* = ^^ ^^nn 

es ist x^A-y* »— ^ und wenn man daraus w mit Berttcksichtigong 

von J8 » — eliminirt, so erhält man jene Gleichung, welcher aller 
Curvenpunkte gentigen mtissen. 

Man erkennt, dass der Kegel K in der Entfernung « = 6 von 
der horizontalen Bildebene den horizontalen Kreisschnitt as'-|-y'=a' 

hat; dies oder cosm = ,-- lehrt uns den Kegel K einfach con- 

struiren. 
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Hierauf gestutzt können wir die Raumcunre C leicht abbilden. 
Die Projection C der Cure C auf der horizontalen Bildebene ist 

nämlich eine hyperbolische Spirale mit den Gleichungen x «— sinu^^ 

a 
r* = — , deren Gonstruction bei gegebenem Werte für a eine einfache 

ist, besonders wenn man berücksichtigt: 

1) dass ihre Subtangente den constanten Wert — a hat, 

2) dasB, wenn der Punkt P' der hyperbolischen Spirale C und 
der Punkt (P) der Kreisevolvente, welche von einem beliebigen 
Punkte der Abscissenachse OX beschrieben wird, demselben Drehungs- 
winkel beziehungsweise Wälzuugswinkel, entsprechen, die Tangente des 
Punktes P' parallel ist mit dem Radiusvector des Punktes P, (Siehe 
vorigen Aufsatz.) 

[Wir haben, um mit der analytischen Geometrie in der Ebene 
in Uebereinstimmuug zu bleiben, bei der beigegcbenea Figur die 
Drehung entgegengesetzt jener der Zeiger einer Uhr, als die positive 
angenommen]. 

Hat man die hyperbolische Spirale C gezeichnet, so kann man 
zu jedem Punkte P' des Grundrisses den AuMss P" finden, wenn 
man jene Kegelerzeugende von K sucht, auf welcher er liegt. Auf 
jeder Erzeugenden des Kegels K werden sich unendlich viele Punkte 
der Curye C finden lassen, weil ja C^ unendlich viele Windungen um 
macht und immer wieder dieselbe Gerade G' trifft, wenn w um 
2nn gewachsen ist. Das geht überdies auch aus dem Umstände her- 
vor, dass die Gleichungen der Curve C ganz denen einer durch O 
gehenden Geraden entsprechen, wenn costi^ und sinu' constant wären. 
Dies ist aber der Fall für alle Werte von m», die sich um 2nn unter- 
scheiden*, also kehrt der erzeugende Punkt immer wieder in dieselbe 
zurück, wenn to um 2nfc gewachsen ist 

Es Hessen sich wohl auch einzelne Punkte der Curve C durch 
Vermittlung der Rechnung darstellen. Mau hat so z. B. 

_ A ffl cos irl 

für IC « den Punkt I/... (« = oo, y = J — — j — =a, «— oo) 
11«^ — *« « ^* "•(*■"""«' ^*"^' '""ir) 
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Verbindet man die gefundenen Punkte P' . . . und P" . . , durch 
je einen stetigen Zug, so erhält man zwei Bilder, den Grundriss C 
und den Aufriss C*\ der Raumcurve C, welche diese vollständig be- 
stimmen. 

Der Aufnss ist eine Curve, die von dem unendlichen Punkte 
der einen Kegelcontourkante herkommend in unendlich vielen, immer 
kleiner werdenden Schwingungen innerhalb der Kegelcontour, dem 

Punkte O'* sich nähert Die Gleichungen derselben x = - cos w , 
» = - oder a; = 7 « cos - bestätigen dies vollinhaltlich. 

Aehnlich verläuft die Kreuzrisscurve, deren Gleichungen 

a b ab 

y « - smtr, » = - oder y= 7«sin- sind. (Näheres Ober diese 

^ w ^ w ^ b z 

Curve siehe vor. Aufs.). 

Wenn wir den Begriff des asymptotischen Punktes einer ebenen 
Curve erweitem und nicht allein jenen Punkt einen asjrmptotischen 
nennen, welchen die Curve erst erreicht, nachdem sie unendlich viele, 
immer kleiner werdende Windungen um ihn durchlaufen hat, sondern 
auch denjenigen, in welchen die Curve durch unendlich viele, immer 
kleiner werdende Schwingungen übergeht, so haben wir nach Obigem 
eine Raumcurve C vor uns, deren Grundriss, Aufriss und Krenzriss 
ebene Curven mit je einem asymptotisdien Punkte sind. Das deutet 
denn wohl auf einen asymptotischen Punkt in der Raumcurve selbst 
Ihr Verlauf ist auch wirklich dem entsprechend. 

Die Raumcurve C geht von dem unendlichen Punkte rf...(tr»0, 
y = <iy 2 » od) aus, dreht sich — auf dem Mantel des Kegels K 
weiterschrcitend — fortwährend um dessen Achse A^ wobei sie dieser 

a 
und dem Punkte O immer näher rückt (denn r' *— — und 

r = -i/a*-]-** werden bei wachsendem w immer kleiner), bis end- 
lich, wenn w ins Unendliche gewachsen ist, also viele Umdrehungen 
erfolgt sind, die Curve in den Punkt O übergeht 

In einem zweiten Teile, welcher den negativen Werten von tc 
entspricht, entfernt sich die Curve nach der entgegengosetzten Seite 
hin in derselben Weise vom Punkte O ; denn setzt man «? =» ± «•, 

so hat man apt « ± — cosi^i, yi = H — sintr,, « — + — und sieht, 

dass jedem Punkte Pn ... (+a-«, +yM, +2«, +»•••) ®"* ^^"^^ 
(Pn) ... (— arn, +yH, — «n, — Tn) auf derselben Seite 



je der CocriHL 
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natenebene XOZ^ aber zu verschiedenen Seiten der Coordinatenebenen 
XOY^ YOZ nnd mit gleich langem, aber entgegengesetzt gerichtetem 
Radinsvector entspricht. Es könnte daher der zweite Teil der Baum- 
cnrve erhalten werden, indem man ihren ersten Teil um die Goor- 
dinatenachse YY' um 18(y* («) dreht Aus diesem Gruude brauchen 
wir auch den zweiten Teil von C nicht näher zu untersuchen, und 
werden deshalb in Hinkunft nur immer positive Werte für w voraus- 
setzen. 

Die Tangenten der Baumcurve C... Ja; = -cosu?, y ^ — sin u», 






Bezeichnen wir die laufenden Coordinaten der Curventangenten 
mit I, 17, Cf <li^ Coordinaten ihres Berührungspunktes mit x^ y^ z, 

^ X fl — X t — z 

80 sind bekanntlich — 7— = — 7— == — r~ die Gleichungen der Tan- 

X y z 

dx a a , dy a 

gente. Hier ist x « -7" = sintr gcostr, «'«--« —cobw — 

° dw w w* ^ ^ dw uf 

a tlz b 

— -sintr, 2'= -— = i und somit hat man: 

y a a . b 
l cos IT ri sin w £ 



a ab 

— asintr — — cos w acostr sin w 

w w w 

als die Tangentengleichnngen. Durch eine einfache Umformung lassen 
sich hieraus die Gleichungen: 6|— -at(costr-f-*tT8intr) — — o&sini/, 
hti — €t{%m w — w cos u})^=^ab cos ir, {(sin w — w cos w) — i^Ccos w-^-w sinir) 
»— a ableiten, oder kann man schliesslich die Curventangenten in 
der Form: 

£« ^Rcostr+wsinM?) — asintr, fi=z-f{%mw — ti7CO«tt?)-j-acosMf 

ausdrOcken. 

Setzt man hierin, um den Schnittpunkt mit der Ebene XOY zu 
bestimmen, t= 9, so ergibt sich { » — asintr, t] » acostr oder 
^'\'fj^ c=^ a* d. h. die Schnittpunkte aller Curventangenten mit der 
horizontalen Bildebene bilden einen Kreis k^ dessen Mittelpunkt cy 
nnd dessen Halbmesser a ist 

Es lässt sich sogar aoch der Sporpunkt 8 jeder Tangente bei 
gegebenen Werte w direct finden. Es schneidet nämlich die Gerade, 
wdcke dpidLÜL^Bbt nnd mit OJT den Wkl htj bildet, den Kreis k 
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in dem Punkte S ,,, {x^^ acostr^, yi = asinu']). Setzt man 

n 
1^1 '^ o 4~*^i 80 ist cosu'j « — sin IC und sintc, = cosir, somit babra 

wir ar, = — asinw?, y = acosu? d. s. die Werte fttr den Spurpunkt 
jener Tangente, welche zum Wkl. tr gehört. Wenn also der Punkt 
P dem Drehungswinkel w entspricht, so schneidet die Curventaugente 
im Punkte P die horizontale Bildebene in dem Punkte^ in welchen 
die zu P'O' senkrechte Gerade den Kreis k triflft Da ftlr alle Cur- 
venpunkte, welche auf einer Erzeugenden des Kegels K liegen, cosir 
und miw dieselben Werte haben, so ist auch der Spurpunkt in der 
Ebene XOY fttr die Tangenten in allen diesen Punkten derselbe. 

Damit sind uns die Mittel zur einfachen Lösung vieler Aufgaben 
gegeben, von denen wir erwähnen: 

1) Die Tangente der Baumcurve C zu constmiren, wenn ihr 
Berührungspunkt P gegeben ist. Die zu P'O' senkrechte Gerade O'S 
schneidet den Kreis k im Spurpunkte S{S') der Tangente 71 S'P' 
ist also die erste, S'P" die zweite Projectiou der Tangente T, (5" 
liegt in der Projectionsachse). 

2) Bei gegebener Tangente r... (r', r") ihren Berührungs- 
punkt zu finden. T' trifft den Kreis k in S*(S). Die Normale O'P' 
zu O'S' schneidet T' in P', der ersten Protection des fraglichen 
Berührungspunktes P, P" in T". 

3) Die developpable Fläche der Raumcurve C zu bestimmen. 
Wiederholt man die unter 1) angeführte Construction für eine Reihe 
von Curvenpunkteu, so erhält man eine Reihe von Tangenten r, die 
in ihrer Gesammtheit die entwickelbare Fläche der Raumcurve bilden. 
Die Spur dieser Fläche in der horizontalen Bildebene ist der Kreis 
k\ nach Obigem muss dieser Kreis eine vielfache Linie der develop- 
pablen Fläche sein. In der beigegebenen Figur ist nur jener Teil 
der Fläche abgebildet, welcher zwischen dem vielfachen Kreise k und 
der Raumcurve liegt 

4) Die Schmiegungs- oder Osculationsebene eines gegebenen 
Punktes der Raumcurve zu suchen. Da die Schmiegungsebene einer 
Raumcurve zugleich Tangeutenebeno ihrer developpablen Fläche ist, 
so enthält sie ausser einer Tangeute der Raumcurve auch immer eine 
Tangente jedes ebenen Schnittes der entwickelbaren Fläche. In un- 
serem Falle ist der Kreis k ein ebener Schnitt der tieveloppablen 
Fläche {Ck) und es enthält also jede Schmiegungsebene auch eine 
Tangente des Kreises A;, und } ist ihr Berührungspunkt, der Spurpunkt 
jener Coordinatentangente, welche die Raumcurve in dem Punkte be- 
rührt, dessen Osculationsebene gesucht wird. Die Schmiegungsebene 
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F der Raomcurve für ihren Punkt P ist also bestimmt durch die 
Curventangente FS(T) und die Tangente A'j, welche den Kreis k 
im Spurpunkte S der Geraden T berührt. Wie gesagt, ist diese 
Ebene E zugleich eine Tangentenebene der entwickelbaren Fläche 
(Ck) und hat mit dieser die Erzeugende PS{T) gemein. 

Der Richtungskegel der developpablen Fläche ((7, k). 

Die Gleichungen der Curventangente T sind nach Früherem : 

{ «=» jT t(co8 w -f- «7 sin tr) — asinur, iy «^iftsintr — u? cos*/?) 4"^ cos m^. 

Bezeichnen wir die Coordinaten eines betiebigen Ranmpunktes 
C mit $1, i/x, ii und die laufenden Coordinaten einer durch C parallel 
zu T gehenden Geraden G mit f, Q, }, so müssen dieser Geraden die 
Gleichungen 5 — Si = w ( j — f^) ; ^ — % = »h ( j — ti) entsprechnn. 

Weil G^ I r, so muss m=^(co8M74"i^8intr) und 174— ^(sintc— m^cosuj) 
sein ; es hat also G die Gleichungen : 

J— £1 « ^ icosw'\'WBmw) ( J—Ji)» 9—% = ^ (8inu7— u?co8w?) (J— ti). 

Setzen wir j « 0, so erhalten wir die Basis des Richtungskegels 
in der horizontalen Bildebene bestimmt durch: 

{— li««— ^(cosw'\'Wsixitü)t^ und t) — 17, = — -t sintr--icco8M?)t 
welche Gleichungen uns eine Kreisevolyente erkennen lassen. 

Für den Punkt P...(|, «0, i/t = 0, £, = *) als Kegelspitze 
ergibt sich j =-= — a(cosw+trsintr), ^ « — a(smw — wco%w) als 
Kegelbasis. Das ist aber die Evolvente k, des Kreises k^ welche der 
Punkt . . . (a; = — a, ^ » 0) beschreibt und also leicht zu construiren 
Damit ist auch der Ricbtungskegel Fkt leicht bestimmt. 

Zu jeder Erzeugenden (S) ... Pa des Richtungskegels Pkt lässt 
sich eine parallele Erzengende S der developpablen Fläche (Ck) 
finden, und umgekehrt Offenbar sind auch die längst correspondi- 
renden Erzeugenden (g und (S) die Flächen (Ck) und Pk^ berühren- 
den Ebenen parallel, und somit hab^'n die Spuren k und kg dieser 
Flächen paraUele Tangenten mn und m,f4 in den Spurpunkten $ und 
tf correspondireoder Erzeugenden (E und (ith 

Der Rjfhtmigikegd kann wieder vieUacb zur Lösung von Con- 
stmctJOBtaufgabea benutzt werden. 



214 MiäceUem. 

Sollen z. B. jene Corventangonten, beziehungsweise jene Erzeu- 
genden der enkwickelbaren Fläche (Ck) gesucht werden, welche za 
einer gegebenen Ebene e parallel sind, so wird man dnrch die Spitze 
P des Richtnngskegels eine zn e parallele Ebene logen und den Schnitt 
derselben mit dem Kegel Pkg suchen. Parallel diesen Schnitterzea- 
genden gehen die veriangten Geraden und können nun leicht gefunden 
werden, weil ja die Tangenten der Kreisevolvente Ar# mit den Tan- 
genten des Kreises k parallel sind, wenn ihre Berührungspunkte Spar- 
punkte correspondirender ErzeugeAden sind. 

Die Tangenten der Raumcurve C von bestimmter Horizontal- 
neigung sind parallel jenen Erzeugenden des Richtungskegels 1%, 
welche zugleich einem ans P beschriebenen Rotationskegel angehören, 
dessen Erzeugende die verlangte Horizontalneigung haben. 

Wären jene Osculationsebenen der Banmcurve zu bestimmen, 
welche durch einen gegebenen Punkt Q gehen, dann wtlrde man dorch 
Q einen zum Richtungskegel Pkg parallelen Kegel Qik^) legen. Die 
Basis {kg) dieses Kegels in der horizontalen Bildebene ist auch eine 
Kreisevolvente und wird von dem Spurpunkte h jener Geraden fo 

beschrieben, welche zur Curventangente So • • • (I =* 1 1» iy = a) pa- 
rallel ist. Die zu suchenden Ebenen sind gemeinschaftliche Berüh- 
ruugsebenen der Flächen (Ck) und Q(A;«) und ihre Spuren in XOY 
berühren also k und (kc). Geschieht dies beziehungsweise in den 
Punkten s und («), so ist die fragliche Ebene (in der beigegebenen 
Figur ist nur eine solche Ebene MNO gezeichnet) durch die paral- 
lelen Geraden {s)Q und sp bestimmt, von denen letztere eine Tan- 
gente der Curve C sein muss. 

Stellt Q einen leuchtenden Punkt vor, dann bildet die gefundene 
Gerade »p die Selbstschattengreuze der developpablen Fläche (Ck). 

Die zur Richtung L parallelen Tangenebenen der entwickelbaren 
Fläche (Ck) sind zugleich parallel mit den Tangenteuebcnen eines 
Richtungskegels, welche eine Gerade von der Richtung L enthalten. 
In der Figur ist mno eine solche Ebene; ihre Berührungserzeugende 
@i Ist die Selbstschattengrenze der developpablen Fläche für in der 
Richtung L einfallende Lichtstrahlen. 

Eisenstadt, Febr. 1881. 

Franz Schiffner, 

k. k. R Lieutenant, 

Lehrer a. d. k. k. Militär-Unterrealschule 

in Eisenstadt 
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3. 

Ueber die Darstellbarkeit Ton Primzablen durcb die Form 

a*+bK 

Bekanntlich läset sich jede Primzahl von der Form 4n-j-l und 
jede zusammengesetzte Zahl, welche nur Primfactoren von dieser 
Form enthält, durch die Summe von zwei Quadraten, also durch die 
Form a*-\'b* ausdrücken. Die Zahlentheorie lehrt auch die Frage, 
welches die jedesmaligen Werte von a und b sind, beantworten. In 
den vorliegenden Zeilen soll versucht werden, eine Antwort auf die 
umgekehrte Frage zu geben: 

Wie kann man entscheiden, ob durch a*-f-i* eine Prim- 
zahl oder eine zusammengesetzte z^U dargestellt wird, ohne 
dass man nötig hätte, a^-^-b* wirklich zu berechnen? 

Zunächst ist als selbstverständlich anzunehmen, dass die beiden 
darstellenden Zahlen relativ prim zu einander sind, sowie dass eine 
derselben ungerade, die andere gerade ist, Dass a und b keine pytha- 
goräischen Zahlen seien, d. h. für ein ganzzahliges c nicht der Be- 
dingung 0*+** •=* <?* genügen dürfen, ist zwar ebenso selbstverständ- 
hch, aber nicht so leicht zu übersehen; auch verlangen die nach- 
stehenden Notizen eine Absonderung dieses Falles nicht. 

Weiterhin ergibt sich aus der Anwendung des dekadischen Zahlen- 
systems Folgendes: Ist a ungerade und b gerade, so sind alle Qua- 
dratzahlen enthalten in den Formen 

a« = 1, 9, 5 b^ = 0, 4, 6 mod. 10. 

Diesen Formen entsprechen die Grundzahlen 

a = ± 1, 3, 5 5 = ± 0, 2, 4 mod. 10. 

Somit übersieht man direct, dass ausser der selbstverständlich 
nicht brauchbaren Verbindung 

a = 5, b = mod. 10 
auch die Formen 

, "Zjj' ?f Jf }mod. 10 
und a^±3, i^±4j 

keine Primzahlen darstellen können, weil für sie 

a*-f6* = 5 mod. 10, also auch 
^0 mod. 5 wird. 
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der gemeinschaftliche Bogen der Winkel ABD und ALC arcos ABC 
Im zweiten Fall ist die Kathete AB selbst Höhe auf die Ricbtong 
der Sehne BC, 

Es ist hier noch der Fall zu berücksichtigen, dass beide Schen- 
kel sich decken, also der Peripheriewinkel BAC=iCfi ist. Hier 
verschwindet zwar die reelle Sehne, allein ans den progressiven 
Sehnenrichtnngen bei progressiver Annähemng der Endpunkte der 
Schenkel eines Peripherie- oder Centriwinkels lässt sich schliessen, 
dass als Richtungslinie der zwischen den vereinigten Endpunkten za 
denkenden ideellen Sehne die Richtung der Tangente des Yereinigungs- 
punktes anzusehen ist 

Die Richtungslinie der ideellen Sehne des Winkels BAC liegt in 
der Tangente EF^ und die Höhenlinie darauf ist der Durchmesser 
selbst 

Die Richtungslinie der ideellen Sehne des Winkels OAH liegt 
in der Tangente FJ und AJ ist die Höhenlinie. Hier lässt steh zu- 
gleich Probe der Richtigkeit der Anschauung machen. Zieht man 
AK » AO^ so ist die Höhenlinie ihres Products AL und diese muss 
AJ gleich sein. Die Gleichheit folgt aus der Congruenz der Drä- 
ecke AGJ und AGL; denn 

AG-^ AG 

Wkl. L « Wkl. J 

Wkl. AGJ — Wkl. AGL 

weil die dazu gehörigen Bogen AG und AK gleich sind. 

Zu bemerken ist noch, dass, wenn die gleichen Schenkel eines 
Peripheriewinkels sich nicht decken, wie AH und AK, die Höhen- 
linie stets in der Richtung des Durchmessers von der Winkelspitze 
aus li^ 

S6. 

Soll nun der in § 5. enthaltene Satz Anwendung auf den Ptole- 
maus finden, so mfissen die Gegenseiten in Nebenseiten verwandelt 
und die Diagonalen zu Schenkeln eines Peripheriewinkels zusammen- 
gelegt werden. Die Verwandlung geschieht am einfachsten durch 
Umlegung zweier Nebenseiten. 

In Fig. 7. ist ABCD das gegebene Sehnenviereck, AC und BD 
sind die Diagonalen. Indem BC und CD ihre Plätze wechseln, ent- 
steht das Viereck ABZD. Die Diagonale BD bleibt in ihrer Lage. 
Wenn wir nun die Bogen AB ^ a^ BC -=» b, CD ^ e und DA ^ d 
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nennen, so ist die andere Diagonale AC Sehne der Summe der 
Nebenbogen a-\-b oder c-|-^- Man kann sie an B oder D legen, 
hier geschieht es an ^, indem man anf dem Bogen ÄDZ entweder 
b Ton A oder d von Z ans nach E abträgt. Dann soll sein: 

{AB.BZ) + (AD,DZ) = BD.BE 

Beweis. Um die Fig. 7. nicht zn sehr zn überladen ist das 
Ben gebildete Sehnenviereck ABZD mit BD and BE in Fig. 8. be- 
sonders gezeichnet. 

Da nun 

Bogen AE =« b oder 

Bogen ZDE «• d 

so ist die Richtung der Sehne DE des Diagonalenwinkels DBE 
parallel zu AZj der gemeinschaftlichen Sehne der beiden Supple- 
mentär-Peripheriewinkel ABZ und ADZ, 

Die Höhenlinien der Schenkelproducte dieser beiden Winkel sind 

£F und DG^ die Höhenlinie des Schenkelproducts des Diagonalen- 

iprinkels BH^ und da 

DG^FH 

so ist 

BH-^ BF+DG 

womit der versprochene Beweis ausgeführt ist. 

Denn da 

(AB. BZ) -\' (AD. DZ) = BD,BE 

und 

BZ«^ CD 

DZ^ BC 
BE^AC 



so ist (AB.CD) + (AD.BC) = AC.BD 

Man verfolge diese Beweisführung auch an Sehnenvierecken, 
deren eine Seite Durchmesser ist oder deren Fläche ausserhalb des 
Gentrums liegt, so wie am Quadrat, Oblongum u. s. w. Für Beur- 
teilung aller dieser speciellen Fälle ist durch den § 5. gesorgt. 

Als Nebensatz des Ptolemäus aber ergiebt sich aus vorstehender 
Betrachtung der Satz: 

Die Schenkelproductensumme zweier ein Sehnen- 
viereck bildender Peripheriewinkel ist gleich 
dem Schenkelproduct eines Winkels, dessen 
einer Schenkel Verbindungslinie der beiden 
Winkelspitzen, der andere Sehne zweier sum- 
mirter Gegenbogen des Vierecks ist. 
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Stellt man diesen Satz voran, so ergiebt sich der Ptolemäus Ton 
selbst. Denn, wenn man die Schenkel der „zwei" Winkel zu Gegen- 
seiten eines Sehnenvierecks macht, so sind die Schenkel des „einen" 
Winkels Diagonalen des Vierecks. 



§7. 

Nehmen wir lant Eingangs des § 5. den Qnadratradins als 
Flächenmass der zu bildenden Schenkelproducte an, so ist die Be- 
weisführung, mechanisch angesehen, sehr einfach, indem man ledig- 
lich die vorstehend gewonnenen Höhenlinien verdoppelt Denn 

Ä.diam = 2Ä.r 

Wir ziehen jedoch die selbstständige Lösung der Aufgabe vor, 
weil sie an sich mehreres Interessante bietet. 

Wie im Vorstehenden der Durchmesser als constanto Grundlinie 
der fraglichnn Rechtecke angenommen und die Höhenlinie gesucht 
ist, so nehmen wir hier den Radius als constante Höhe an und 
suchen die Grundlinie oder „Längenliuie^' dazu. 

Wir werden bald sehen, dass sich diese Längenlinie nur ans- 
nahmsweiso als eine einzige, in den meisten Fällen aber als Sunune 
oder Differenz zweier Linien im Kreise darstellt. 

Zur kürzeren Bezeichnung und leichteren Handhabung der For- 
meln gestatte man mir die Einführung eines Begriffs , der auch in 
andern Beziehungen wichtig werden kann, desjenigen der „Cochorde" 
(coch), worunter verstanden wird: 

Die Sehne (chordo, ch) eines Bogcns, welcher mit einem 
gegebenen Bogen oder dem Bogen einer gegebenen chorde 
oder eines gegebenen Winkels 180® ausmacht. 

Die coch wird construirt, indem man von einem Ende des ge- 
gebenen Bogens aus den gegenüberliegenden Endpunkt des Durch- 
messers bezeichnet; die Gerade von diesem Endpunkt zum andern 
Bogenende ist die coch. 

Bezeichnet man den gegebenen Bogen mit arc, so ist die coch 
desselben, 

1) wenn arc < 180®, = ch (180®— arc) und positiv 

2) „ arc « 180®, = ch (0) 

3) „ arc > 180«, = ch (arc — 180®) und negativ 

4) „ arc « 0®, — ch 180® und positiv 

5) „ arc = 360®, = ch 180® und negativ. 
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Der einfachste nnd gewöhnliche Fall ist der erste, wie in Fig. 9. 
Are AC ist gegeben and da B der Endpunkt des Durchmessers von 
C aas ist, so ist arc-4B « 180^ — arc^C, also AB die cocharc-4a 
Wäre der erhabene src CABE gegeben (dritter Fall), so würde die 
coch desselben BF und negativ sein. 

Ch und coch bilden einen rechten Peripheriewinkel, dessen Sehne 
der Durchmesser ist. 

Die Summe der Centriwinkel, denen sie angehören, ist = 180^ 
der bezüglichen Peripheriewinkel = 90^ 

Der Znsammenhang der ch und coch des Peripheriewinkels a 
mit sin CE nnd cos DE des gleichen Centriwinkels ß ist unverkennbar. 



§8. 

Fragen wir nun zunächst nach der Längenlinie des Schenkel- 
prodncts eines einzelnen Peripheriewinkels bei Annahme des Ha- 
dias als Höhe des Products und benennen die den Schenkeln zuge- 
hörigen Bogen mit a und &, so zwar, dass, wenn sie nicht gleich sind, 
a den grösseren bezeichnet, so ist der entscheidende Satz: 

Das Schenkelproduct eines Peripheriewinkels 
ist gleich dem Product aus dem Radius nnd den 
Cochorden 1) der Differenz der Schenkelbogen 
nnd 2) dos Bogons des Peripheriewinkels. 

cha.ch* =- [+ coch (a— 5) q:: coch (360^—0— *)Jr. 

Beim Beweise dieses Satzes sind verschiedene Fälle zu unter- 
scheiden: 

1) Der gegebene Winkel ist stumpf, Winkel ABC ist gegeben, 
die Schenkel bogen sind a und 5, der Bogen des Winkels btc ADEC, 

Um die coch(a — h) zu finden, trägt man h auf a von A nach H 
ab, von H bemerkt man den gegenüberliegenden Endpunkt des Durch- 
messers in D und verbindet D mit B. 

Ebenso verbindet man, um die coch des Winkelhogens oder 
(360^— a — b) zu finden, den A gegenüberliegenden Durchmesser- 
endpunkt E mit C, 

Die erste coch ist positiv, weil (a — ä)<C180®, die zweite nega- 
tiv, weü (3e(y> - a — Ä) > 180«. 

Es soll daher sein: 

AB,BC=(BD^CE)r 
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um dies zu bewmseo, verlftiigert man EC^ bis EF=BD^ daui ist 

BD'-CE=CF 

Zieht man nun noch die Hilfslinien BFy EG and AG^ so Iftsst 
sich die Aehnlichkeit der Dreiecke CEF und AEG beweisen. Denn, 
da BH parallel AC^ BD senkrecht auf BH^ und EC senkrecht auf 
ACy so sind BD und CE Parallelen, and da DE = sowohl EC wie 
CF, so ist BC =» BF^ also Dreieek CEF ebenso wie AEG ein gleich- 
schenkliges Dreieck, and da endlich Winkel ECF=BFC= EDE 
mit Winkel BAG denselben arcJ^CB hat, so ist die Aehnlidikeit 
bewiesen. Dann verhält sich 

ABl AG ^ CFiBC 



AE.BC-^ CF.r — (BD^CE)r 

2) Der Winkel ist ein rechter. 

Dann ist die zweite coch » 0, es bleibt nar coch(a—- 6) and der 
Beweis ist einfach. 

3) Der Winkel ist ein spitzer. 
Hier haben wir za unterscheiden: 

a) (a--i)<180<> 

b) (a— Ä) = 180« 

c) (a^b) > 18(y> 

Der Fall sab 

3a) hat das grösste Gebiet 

ABC ist der gegebene spitze Winkel, a — b (^ EH) ist eben- 
sowohl wie iiTcADC < 180<^, folglich sind beide coch BD and CE 
positiv. Nachdem CE am ED bis F verlängert ist, ergiebt sich die 
Aehnlichkeit der Dreiecke AGB and CEF Also ist: 

AE'.r-^ (ED+ CE) : BC 



AB.BC-='lBD+CE)r 

3b) (o— i) des spitzen Peripheriewinkels ist = 180®. 
Dann ist coch(a— J) — 0. 

^IB . -BC — coch (36(y>— a — *) 

Beweis einfeu^h. 
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> 180» ond b < (a — 180«) Bein. 

[egcbenc Peripherieninkel ; als Bogen des Schen- 
twa McACB, sondern tucAffEB zu betrachten, 
in einander flbergehen würden. 

■) ist arcBDBH, also > 180", demnach coch 
itiv, nährend die zweit« coch CE positiv ist. 

AB.BC= {CE-~BD)r 

t, nachdem man DF" CE gemacht hat, wiederam 
t der Dreiecke AGB and BCF. 

inbar alle möglichen Fälle erschöpft and in allen 

. [=Fcoch(a— 6) q:coch(360"— a — 6)]r 

len. 

ie F&lle kurz so: 

a) sind heido coch positiv, 

) ist die zweite coch negativ, 

c) „ „ erste coch negativ, 

) „ „ zweite coch = 0, 

b) „ „ erste coch = 0. 

man sich aas § 7 , dasB coch 0° (wie anch 0" 
le), der positive Durchmesser ist 



; sich mit der Sommirung der Scheukelprodacte 
r-Peripberie Winkel ? 

ie Schenkelproductensaromo zweier ein 
iereck bildend en Peripheriewinkcl iat 
lern Prodnct aas dem Radius and den 
:en ± Cochorden der Differenzen der 
er Schenkelpaare. 

so wie e nnd d die Schenkelbogen der beiden 
lod bedenten a ond e, im Fall der Ungleichheit, 
1, so ist 
Ae.chfJ) — pFcoch(a— 6)Tcoch(« — d)]p 
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Beweis. Hier sind zwei Fälle möglich: 

a) entweder sind beide Winkel rechte; dann ist sowohl coch 
(360®— a — 6) als auch coch(360<>— o— d) = .und es bleiben nur 
die beiden positiven 

coch {a—b)-\- coch (c — d) 

b) oder der eine Winkel ist stumpf, der andere spitz. Dann ist 
coch(36(y^ — a—b) und coch(360^— <?— rf) dieselbe Linie, die coch 
des spitzen Winkels aber positiv, die des stumpfen negativ; sie heben 
sich daher bei der Summirung auf, und es bleibt wiederum nur 

coch (a — b) und coch (c — d) 

Da wir jedoch bei der allgemeinen Formuiimag nicht wissen können, 
welche Bezeichnung den Winkeln zufallen wird, und die erste coch 
des spitzen Winkels (Fälle 3a und 3c des § 7) positiv oder n^^v 
sein kann, so müssen wir an sich beide Cochordcn mit ± bezeichnen. 
Wenn aber a und b die Scheukelbogen des stumpfen Winkels be- 
zeichnen, so sind die betreffenden Längenlinien 

ch (a — Ä) ^ coch (c — d) 

und der Fall der Negativität der letzteren tritt selten ein. 



§ 10. 

Bei Anwendung des vorstehenden Satzes behuf Beweises des 
Ptolemäus können wir uns auf blosse Rechnung beschränken. 

Nennen wir die Gegenbogen des mit seinen Diagonalen gege- 
benen Sehnenvierecks a und b bzbw. c und d^ und bezeichnen, im Fall 
der Ungleichheit, die grösseren Bogen mit a und c, so ist nach § 9. 
die Schenkelproductensumme der Gegenseiten: 

(cha.ch5) + (che. chd) = [^coch(a — 5) ^ coch(<j — d)]r 

Die beiden Diagonalen können an sich als Sehnen betrachtet 
werden von bzhw. 

1) arc(o-{-cf) oder btc (b-\-c) 

2) arc(a+c) oder arc(Ä-}-rf) 

Wenn aber, wie zum Beweise erforderlich, die Diagonalen zu 
einem Peripheriewinkel zusammengelegt werden sollen, so darf die 
Summe ihrer Bogen begreiflicherweise das Mass von 360® nicht über- 
schreiten. Dies würde geschehen, wenn einer der grösseren Bogen 
a oder c in beiden Diagonalenbogen vorkäme. Deswegen ist 
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arc (a --|- c) von der Zusammenlegang aasznschliessen, weil er entweder 
mit (a-\~d) oder (6+c) zusammentreffen würde. 

Die Scbenkelbogen des Diagonalenwinkels erscheinen demnach: 

1) entweder als arc(a+d) und arc(J4"^ 

2) oder als arc(ft+^) ^^^ arc(i+^ 

Bei der erfolgenden Berechnung der Schenkelproductc aber sind 
beide coch mit hF zu bezeichnen, weil wir nicht wissen, ob ein und 
welcher arc etwa > 180^ ist 

1) Das Schenkelproduct ad Nr. 1 berechnet sich, wie folgt: 

ch(a+c^).ch(6+rf) =- [hF coch(a4-rf— Ä— cO T coch(36(y>— a— i— 2d)]r 

Da in der ersten coch die beiden d sich aufheben, in der zwei- 
ten aber von 360^ nur c nach Abzug des einen d übrig bleibt, so ist 

ch(a+rf).ch(Ä + £?) = [+coch(a--Ä)-f:coch(c: — d)]r 

2) Das Schenkelproduct ad Nr. 2 berechnet sich: 

ch(6+c).ch(i+c0 = [+ coch(H-<?--^— '^) T coch(360®— 2ä— c— rf)> 

In der ersten coch heben sich die beiden b auf, in der zweiten 
bleibt von 360^ nur a nach Abzug des einen b übrig, also: 

ch(6+c).ch(Ä+<i) = [Tcoch(c — «0 ^ coch(a— 6)]r 

Damit ist der Beweis erbracht. Die geometrische Construction 
zu den beiden letzten Paragraphen kann, namentlich nach Ansicht 
der Fig. 7 und 8, keine Schwierigkeiten bieten. 

Anhang 1. Vielleicht interessirt es, die halbe Länge der nach 
§§ 5 — 6. gewonnenen Höhenlinien gegenüber den nach §§ 8—9. ge- 
wonnenen Längenlinien durch geometrische Construction zu erkennen. 
Es sind daher in den Fig. 10 — 12. die Höhenlinien mit BJ bezeich- 
net, und dass diese die Hälfte der Längenlinien CF bzw. BF sind, 
bedarf keiner Ausführung. In den Fällen, wo eine der coch gleich 
wird, ist die Sache noch einfacher. Nur den gewöhnlichsten Fall 
der Summirung der beiden Supplementär-Peripheriewinkel mag 
schliesslich die Fig. 13. veranschaulichen: 

Gegeben sind die beiden Peripheriewinkel ABC und ADC-^ die 
Höhenlinien der beiden Schenkelproductc sind BE und DF^ die 
Längenlinien BG und Dff. Dann soll sein: 

BE + DF= ^ 




236 Schnell: Der Beweis des Ptolemausschen Sattes, 

Man errichte in D und H die Senkrechten DJ nnd HK auf DU, 

dann ist 

X^« DH 

GL = BM 
Da aber 

jBX «• jB£+Z)F und 



BG+DH 
so ist Ä£; + Z^F« ^J 

Anhang 2. Der etwa gewünschte Nachweis der Concordanz 
der alten nnd nenen Beweisführung ist knrz folgender: 

Nehmen wir zuvörderst in Fig. 14. den einfacheren Fall der 

Fig. 1. 

WkL a « Wkl. ß, also auch BC = CD. 

Nach der alten Beweisführung ist 

AB,CD^ AC.BE 

AD.BC^ÄCDE 
oder da BC = CD 

AB.BC^ AC.BE 

AD.CD^ AC.DE 

Nach der neuen Beweisführung (§§ 5 und 6) sind diese Prodocte 
gleich, wenn ihre Höhenlinien gleich sind. 

Bezüglich der ersten Productengleichung ist BF die Höhenlinie 
von AB . BC^ und trägt man BE von A nach H^ so ist AJ die Höhen- 
linie von ACAH'^- AC.BE, 

Die Dreiecke BEF und AHJ aber sind congruent, da 

BE^ AH 

Wkl. F= Wkl. J 

Wkl. « — Wkl. y 

(weil arc des Wkl. «, als innerexcentrischen Winkels =arc(BC-|--4Z>) 
und da BC= CD, so =- arc^DC, welcher Bogen auch dem Wkl. y 
als einsehnigem Peripheriewinkel zukommt), folglich 

BF'=' AJ 

In gleicher Art beweist sich aus der Congruenz der Dreiecke 
DEG und AKL, dass Höhenlinie DG von AD, CD und Höhenlinie 
AL von AC, DE oder ACAK gleich sind. 

Das Resultat bleibt natürlich dasselbe, ob nun BE und DE auf 
der einen oder anderen Seite von A oder C angetragen werden. 
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In dem complicirteren Falle der Fig. 2. ist der Nachweis der 
Concordanz fast derselbe. 

In Fig. 15. ist ÄBCD das gegebene Viereck mit den Diagonalen 
AC und BD. Nach Vorschrift der alten Beweisfahrung ist Winkel 
BAC an AD getragen, indem der Bogen DKZ dem Bogen BC gleich- 
gemacht und die Grade ZA gezogen ist. Dadurch ist Wkl. BAC — 
"Wkl. DAZ, Wird nun Z mit B und D verbunden, so entsteht das 
neue Sehnenviereck ABZD, in welchem die bisherigen Gegenseiten 
zu Kebenseiten und zu Schenkeln der beiden Winkel ABZ und ADZ 
werden. 

Nach der alten Beweisfahrung soll nunmehr sein 

ACBE^ AB.CD ^ AB.BZ 
ACDE ^AD.BC-=- AD. DZ 

Man trage BE von A nach H und DE von C nach JT, construire 
die Höhenlinien BF und AJ bzhw. DG und CX, deren bezügliche 
Gleichheit, wie vorhin, aus der Congruenz der Dreiecke BEF und 
AHJ bzhw. DEG und CKL folgt. Es versteht sich, dass auch hier 
BE und DE von A oder C nach beiden Seiten abgetragen werden 
können. 

Ein praktisch leichterer, aber schwächerer Nachweis der Con- 
cordanz ist der folgende : 

Man 1^, wie in Fig. 14. ausgeführt ist, von A (oder C u. 8. w.) 
den Durchmesser AM und verbinde M mit C. Dann ist 

Dreieck AMCco BEFco DEG 
denn 

WkL ACM'^ Wkl F— WkL ö^ - Ä 

WU. AMC « Wkl. X - Wkl. DEG 
weil 

arc WkL AMC — arc ADC 

arc WkL ac — arc WkL DEG — arc(J?C+AD) — nrcADC 



fol^ich BF: B£ — ^C : AM — Z)ö^ : 2>JB 

AC.BE^ öwolBF 
AC, DE =» diam. DG 
In Fig. 15.' 18t 

arcWkU=arcWkL2>iEÖ=irc(B^^D)=r«rc(CI)+AZ>)===arCil2>a 
Hannover, Aogost 1881. 



Uraari- Cab^ magüeht PorWUq 



üec^f magische Parallelei 
Th. Haraitb. 



~ " . -r- -Ti ^mninnii mit firOboci B>ez<i:i 

~, .-r-^ va -».IT- ud emamiur fol^c-i'^a % 
«: üs* s «-it-r 5^öe der em<rD Kics;s3g 
:v •■;- *r.;ia t* - 7.\\,-ti «t^b^o, »ad dw 
j.../ ■ -. ■" xr^i ii-r-^^rii-ii Bj':iini3i nater Ski 

.»>.■«, tTTi E^hi> ia ä:^ GträJunrntsonuDe - 

■'i:j-:ii'i "I;-. -jL-uw^n itir E>^ice ssch ^r, pr. 
n. lijss die diesen 



i'm nitiswa. it» Ö!!r F.m >£v*ei Toilsunmei 
'l"n SiLloi^s, dk» mfcf^wiM PA^»II^"^'vil■^^» nur 
(icii, wi'üD dii- drei Zai^ii ju $. r ^mmtlich p 
lliitE'Tn'lß kia<], weil fdr u).^«?« Atia^meo die 
'r>'lhiiminoii u-ilwci^ auf gobri-vifeito ZaUod flUi 

I 1. KiiK' Ihcorelitifh leifht Da^hweisb&re L< 
iKlHiihi'll nir liotilo Fitllc ist folgoade, die woge 
tiii'iH» TtiiKli liM im Aogo fallen iniiss. 
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Setzt man zur Abkfirzcmg 

» = 1, 2, 3 . . . r, Jfc « 1, 2, 3 . . . 3, Z — 1, 2, 3 ... 1) 

80 kann man das System der zu verwendenden Zahlen folgender- 
massen bezeichnen: 



«111 «111 • • • «llp 

«111 «IM • • • «1^ 


oi^i oifi • • • aifp 


«111 «Ml • • • «ap 


02ql Olgfi . . . a2qp 






Orll Orll . . . Orlp 
Orll Or^ . . . ar2p 


Orql Orjl • • • Orpq 



Bezeichnet man femer die drei Dimensionen des Parellelepipe- 
dons als horizontale, verticale nnd laterale Dimension nnd versteht 
sodann anter 

£ffa, £Va, £La 

die Summe der aten Indices in den Horizontal-, Yertical- nnd Late- 
rahreihen, so ist das obige Zahlensystem so nroznstellen, dass folgende 
Bedingungen erflUlt sind: 



£H^ 



2V, 



ZLx 



J>(r+1) 
2 

g(r + l) 
2 

r(r+l) 



2^^.='-^^ 



SV, 



SLi 



5(9 + 1) 



2 



K« 



^fli = 



P(P+1) 



£V» = 



EL. 



3(P+1) 



r(p + l) 



Beweis. In jeder Horizont»^ 



GUed 



am 



(»•- 



Glieder. Da jedes 
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XIV. 



Ueber magische Parallelepipeda. 



Von 

Th. Harmuth. 



In Uebereinstimmung mit früheren Bezeichnnngen möge unter 
einem magischen Parallelepipedon verstanden werden die räumliche 
Anordnung von pgr auf einander folgenden ganzen Zahlen in der 
Weise , dass in jeder Reihe der einen Richtung je p, der zweiten je 
q und der dritten je r Zahlen stehen, und die sämmtlichen Zahlen- 
summen einer und derselben Richtung unter sich gleich sind. Nimmt 
man zur Herstellung die ersten pqr ganzen Zahlen, von 1 ange- 

rechnet, so wird man, da die Gesammtsumme ^ — - — ist, und in 

den einzelnen Richtungen der Reihe nach gr^ pr^ pq Teilsummen vor- 
handen sind, sofort übersehen, dass die diesen Richtungen entspre- 
chenden Teilsummen = 

Pipgr-jrl) q{pq r + l) r(pgr + l) 
2 ' 2 * 2 

sein müssen. Aus der Form dieser Teilsummen gewinnt man leicht 
den Schluss, dass magische Parallelepipeda nur darstellbar sein kön- 
nen, wenn die drei Zahlen p, q, r sämmtlich gerade oder sämmtlich 
ungerade sind, weil für andere Annahmen die Ausdrücke für die 
Teilsummen teilweise auf gebrochene Zahlen führen. 

§. 1. Eine theoretisch leicht nachweisbare Lösung von allgemeiner 
Giltigkeit für beide Fälle ist folgende, die wogen ilirer grossen Sym- 
metrie zunächst ins Auge fallen muss. 
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Setzt man zur Abkfirzcmg 

a4i-(t-l)^+(Ä-l)p+^ 
» = 1, 2, 3 . . . r, 1; « 1, 2, 3 ... 5, Z — 1, 2, 3 . . . ;) 

so kann man das System der zu verwendenden Zahlen folgender- 
maasen bezeichnen: 



«111 «11« • • • «llp 

«i«i <hn ' • • «12p 


ai^i 0198 . . . aiqp 


«wi «ii« • • • «ap 
««11 ««M • • • «»p 


OSgl a2gfi . . . a2qp 






Orll ar\2 • . . Orlp 
Of^l ar22 . • . ar2p 


örjl Orj8 . . . €hrpq 



Bezeichnet man femer die drei Dimensionen des Parellelepipe- 
dons als horizontale, verticale und laterale Dimension nnd versteht 
sodann unter 

2Ha, £Va, £La 

» 
die Summe der aten Indices in den Horizontal-, Yertical- nnd Late- 
ralreihen, so ist das obige Zahlensystem so umzustellen, dass folgende 
Bedingungen erfüllt sind: 



^B,-'-ir±i) 



ZV, 



ÜLi 



«{»• + 1) 



r(r+l) 



^^. = ^-^ 



£V, 



SLt 



g(g+l) 
2 

••(«+1) 



2?Äi = 



P(P+1) 



iF,= 



21» -^ 



q(p+i) 



r(pH-l) 



Beweis. In jeder Horizontalreihe stehen p Glieder. Da jedes 



GUed 



OM = (»■ — l)p«+(* — 1)P + ^ 
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ist, wie oben angenommen wurde, so ist die Snmme der sfimmtUchen 
Glieder einer Horizontalreihe « 

(••'-p)m+(^'-p)p+^ 

wenn unter t", A;', /' die Summe der p Werte von s *i ' verstandoa 
wird. Ersetzt man darin die Ausdrücke t", k\ V der Reihe nach 
durch die obigen Werte von ^H^^ SH^ ZH^^ so erhält man: 

/l>(r+l) \ / p(g+l) \„ I P(J>+1) P(py+1) 
V— ^ P)P^ + \—2 P)V + —2 — - 2 " 

wie verlangt wird. Durch ein ganz analoges Verfahren erhält man 
den Nachweis fOr die beiden anderen Dimensionen. 

Ob sich nun das obige Zahlensystem der aoa so transformireD 
lässt, dass die aufgestellten Indexsummen erhalten werden, möge da- 
hingestellt bleiben. Im Folgendon soll gezeigt werden, dass unab- 
hängig von diesem Verfahren, magische Parallelepipeda sich in be- 
stimmten FäUlen aus den für magische Quadrate und Rechtecke vom 
Verfasser gegebenen Lösungen — cf. Teil LXVI, Nr. XXI und XXXII 
dieses Journals, welche Arbeiten im Folgenden kurz mit I und n 
bezeichnet werden mögen — herleiten lassen. 

Bemerkt sei übrigens, dass die in I, §. 15. gegebene Lösung fOr 
magische Kuben, deren Argument ungerade oder durdi 4 teilbar ist, 
auch in dieses Gebiet fällt, da die magischen Kuben als Parallelepi- 
peda mit d gleichen Argumenten resp. Seitenzahlen aufzufassen sind. 

Im Uebrigen ist die Darstellung sehr verschieden, jenachdem un- 
gerade oder gerade Argumente zur Darstellung vorliegen. 



1) Magische Parallelepipeda mit ungeraden 

Seitenzahlen. 

Dieselben sind natürlich nur denkbar, wenn jedes Argument min- 
destens «= 3 ist. 

§. 2. Am einfachsten ist nächst den Kuben die Form PipiPiq) 
— in welcher demnach zwei Seitenzahlen gleich sind — zur Dar- 
stellung zu bringen. Ist zunächst i><Cg, so geht man von p auf 
einander folgenden und nach demselben Gesetz gebauten Rechteckes 
aus. Diese sind: 
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Jüen 1 bis j)f 

, (p— l)pfl+l » f'l 

reihen von 

1 ffi.» . . . Ä.^ 

es, sobald die Recbtecke neben- 



«^ u»^ ^<, ,. u. ..u M>u>u.v.M.v.., dasB jede OrOsse Hi^ in ibrer 
Horizontal reihe bleibt, dass jedocb die Snmme der ersteo Indices in 
allen Verticaleo gleich groBB wird. Diese Anordnong I&sst sich, wie 
*■ a. O. gezeigt wurde, verschieden treffen; seiner Einfachheit wegen 
empfiehlt sieb das nncbstebende Schema: 



».,1 


B,« 


fl-„ ... fl-,-u »,,, 


B^, 


B,tx, 


Bt»i ■ ■ ■ "if, «t!j 


",.• 


lh-t> 


Hf-tA ... fl*.f a.i 


die drei mteg Beihes lud «Ir die foigendeii d>im purwe 


fl,^ 


«»4 


ff„ ... fl,-!.. ^,.4 


H« 


fff-U 


fff-t» . . . fl^ fl« 


»..,-. 


1 Hm-1 


a.^1 . . . /f,_i.,_i H,,,-ii 


Il„ 


Hf-U 


jVk ••■«.. a* 


Beieidmet man nnn die w TerlnderteB Vertiealen tob 




Bli,,q) mit Fu Fa. . . Fi.„ 








F„ F„. . .F« 






F„ F„ . . . Ft, 



^^^ «Vi F,j. 
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nach I, §. 1. oder 2. r&nmlich so anzuordnen, dass nicht zwei Glieder 
irgend einer wagrechten oder senkrechten Reihe densdben tot- 
deren oder denselben hinteren Index behalten. Dadurch ^^iftlt 
man direct das verlangte Parallelepipedon. 

Yon der Richtigkeit der Darstellung Überzeugt man sich fllr Ho- 
rizoutalreihen und Lateralreihen einfach dadurch, dass in Folge der 
Anordnung jede derselben in ihren p Gliedern die p Glieder einer 
Horizontalreihe des zu Grunde liegenden Rechteckes enthält, nur 
vermehrt in irgend einer Reihenfolge um diejenigen Zahlen, um w^che 
gleichstellige Zahlen der Rechtecke differiren, d. h. um 

0, M, 2pq . . . (p — l)pq^ 

Für die Yerticalreihen war der Beweis schon angedeutet. 

Ist p >> 9, so besteht die Abweichung in der Darstellung nur 
darin, dass die Horizontalreihen der Rechtecke als Yerticalen tu be- 
handeln sind, und ihre Yerticalen als Horizontalen. 

Beispiel. Geht man von der Form 



i2(3,5) 



2 


10 


12 


5 


15 


4 


9 


1 


14 


11 


6 


7 


13 


8 


3 



aus, so erhält man unter Benutzung von I, §. 2. die Lösung 



2 


25 


42 




20 


45 


4 




39 


1 


29 




11 


21 


37 




43 


23 


3 





27 


32 


10 




34 


5 


30 




14 


24 


31 




22 


41 


6 




18 


13 


38 





40 


12 


17 


15 


19 


35 


16 


44 


9 


36 


7 


26 


8 


33 


18 



P(3,3,ö) 



mit den Teilsummen 69, 69, 115. 

§. 3. Durch weitere üeberlegung findet man, von Pip.p^a) aus- 
gehend, Darstellungen für P(p, «p, q) und P(rp, «p, q) worin r und t 
beliebige ungerade ganze Zahlen sind. 



Man gehe von den Parallelepipedon 
Pt(p,Pjq) gebildet aus den Zahlen 



1 bis p^q 

P*q+l V Vö 



^bip^p^q) 



V 



11 



« 



n 



(.-!)?»«+ 1 



n 



9p\ 




d. h. die Onippen von 
liehen — 

. . .H'i.,, 

nie das System Hit im 
lan, wie dort, zunficlist 
den Horizontalreihen ist 
P'ip,p,i) einfach neben 
itea, deren Summe nnr 
, erreicht man den Ans- 
ss man — die Vertical- 
a mit 



zn bringen, so umstellt, 
e Vertirälen dieselbe ist. 



isfDhrbar, folglich ist die 
L Der Beweis Jat dem 



bis ap\ 
f-1 » 2V'« 



'ff+l „ r*p»g, 



izontalreihen im vorigen 
imme durchweg die ver- 
ParaUelepipeda dann mit 
^nment ip entsprechen, 
itng senkrecht stehenden 
dritten Bichtnng iat Bie 
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dadurch zu erreichen, dass man — diejenigen TeilparaUdefnpeda, 
welche in dem so veränderten System ihrer Ausdehnung nach den 
ursprünglichen Bechtecken Pip^p^q) entsprechen, mit 

Pt.1 Pi,2 . . . Pi> t = 1, 2 . . . r 
bezeichnet — das System 

■Mii ^lyi • • • -ft»« 



/r,l -»r^ • • • Pr,» 



in der mehrfach erwähnten Weise so umformt, dass jedes Glied in 
seiner senkrechten Reihe stehen bleibt, aber die Summe der vorderen 
Indices in jeder wagerechten Weise dieselbe wird. 

Damit ist die Form P(rp, ^, q) dargestellt 

Auch hier ist der Beweis ohne Schwierigkeit zu fahren, da er 
den vorigen beiden analog ist 

§. 4. Dass eine Herleituog von Parallelepipeden mit drei belle- 
bigen ungeraden Argumenten sich nicht in ähnlicher Weise bewerk- 
stelligen lässt, kann man folgendermassen zeigen. 

Geht man zur Darstellung von P(p^q^r) von r Rechtecken 

^lip^q) ^(p^q) ' • -Rrip.q) 

aus, so kann man nach dem Vorigen durch Yertauschung ganzer Ho- 
rizontalreihen zunächst sehr leicht erreichen, dass die Verticalroihen 
in allen Rechtecken dieselbe Summe erhalten. Durch eine darauf 
folgende Yertauschung der veränderten Yerticalen wird man auch 
sämmtliche Horizontalreihen gleichsummig machen können, weil die 
ursprünglichen Glieder durch beide Yertauschungen nur darin geän- 
dert werden, dass diejenige Grösse hinzutritt, um die sich gleich- 
stehende Glieder in den einzelnen Rechtecken unterscheiden. Wie 
nun aber auch die weitere Anordnung getroffen werden möge, aof 
keinen Fall wird man für jede Lateralreihe r Glieder aus den p 
Gliedern der Horizontalreihen der zu Grunde liegenden Rechtecke so 
auswählen können, dass die Lateralreiheu notwendig gleichsummig 
werden müssen, da eine Anordnung von der Regelmässigkeit, wie sie 
den gleichen Argumenten der Quadrate entsprechen würde, für die 
ungleichen Argumente der Rechtecke nicht bekannt ist 
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Es lassen sich demnach magische Parallelepipeda mit nngeraden 
Argumenten auf Zahlenfignren von zwei Dimensionen nnr dann zn- 
rttckfAhren, wenn mindestens zwei Argumente derselben gleich sind 
oder einen gemeinschaftlichen Factor haben. 



2) Magische Parallelepipeda mit geraden 

Seitenzahlen. 



Dieselben lassen sich zunächst allgemein nicht darstellen, wenn 
mehr als ein Argument » 2 angenommen wird, da eine Zahl nicht 
mit zwei verschiedenen anderen dieselbe Summe ergeben kann. 

$. 5. Durchweg darsteUbar sind zunächst diejenigen Parallele- 
pipeda, bei denen wenigstens zwei Argumente ^ mod. 4. sind, also 
allgemein die Formen P(22, 4m, 4n). 

• 

Geht man von dem Falle Z = 1 aus und verwendet eii^ Rechteck 
2?(4m, 4n) von der Eigenschaft, dass je zwei Glieder, welche in der- 
selben Horizontalreihe gleichweit vom Ende stehen , dieselbe Summe 
haben — cf. I. §. 8. und 9. (13) — so hat man folgende Darstellung. 



Ist 









• • • 



ai,4f» 



(Hn^l Oim^ • • • a4n,4m 



eine in diesem Sinne abgeleitete Darstellung fOr R(4m^ 4n) ; ist femer 

^jl ^»U • • • ^»4m 

ein nach demselben Gesetz gebautes Rechteck aus den Zahlen 

4ii.497i-|-l 4n.4m-|-2. . . 2.4n.4m, 



so ergibt sich das verlangte Parallelepipedon direct durch Zusammen- 
stellung folgender zwei Rechtecke: 
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Olli 



hfl 



^^i 



'411 



fl»il ..•08,111 Ä8,i»-|.l 
OS^Im-l-l a8,8Ni-|'2 

&4,S ...^4,111 04.111+1 



.•>01,4iii 

••.^4fii 

...at,4fli 
<l4,iii-|-2 ...a4jM 



^44liii-|>l ^44liiif2 ..•64.4W 



und 



a4M-U<>4M-l,2 ... a4fi— 1.III&4II— l»m+l64ii~l,M-|'8... ^4ii-l>n.. 
a4M-l,8m-|'ia4N-l,8m-|-2...a4M-1.4M 

ft4M,l ^4m2 ...64n,iii a4M,ii|.|.l a4M.iii-|-2...a4ii.9iii 

&4ii>i-|-l &4M.8IM-I-2 ...^4m 



&1.4M ^,4m— 1 ...&l,8m-|-l <n;6m Ol^lm-l ...Ol^M^fl 

^l,«i ftl.m— 1... ^1,1 

02.« 02.1»— !•.. O^i 

^4a> ^4iii-l ...^.Sm-l-l OS^m a3.8m-l ...OB^mfl 

hz,m ^.M— 1... ^8,1 

04.4M 04,4«i-l ...04.81II+1 &4.8m &43m~1 .•.&4.iH-1 

04.m 04,m— 1... 04,1 

&4ii— 1.4m&4ii-1.4iii-l...&4M-1.3m-|-104n-1.8in04H— 1.8m-1..04ii-l.M-|-l 
him-hm 64M-l.m-1...64»-l.l 

04».4ifi 04ii.4iii-l •..04ii^-|-l bimjim bimjim—l ...64ii,«-|-l 
04m,« 04»^— 1 ...0411.1 



Die Richtigkeit der Darstellnng ist sofort zq übersehen. In jeder 
Horizontalreihe steht eine Horizontalreihe des Rechtecks, yermehrt 
nm 2m.4iii.4n « 32m^; in jeder Yerticalreihe steht eine Yertical- 
reihe des Rechtecks, nm 2n.4m.4n » 32 mn' vermehrt Jede Lateral- 
reihe endlich enthält zwei Glieder der Rechtecke, die sich zn der^ 
selben Summe ergänzen, aus jedem der zn Gmnde liegenden Rechtecke 
eins genommen. — Dass die Anordnung in verticaler Richtung auch 
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uidera stattfinden kann, ohne dass die Richtigkeit beeintrftchtigt wird, 
ist leicht za sehen ; es kommt nur darauf an, dass eine H&lfte der Ho- 
rizontalreihen so gebaut ist, wie oben die nngradstelligen, die andere 
so, wie oben die zweiBt«lligen HorizoDtalreihea. 

Beispiet. Von RH, 9) in I., §. 6. (13) ausgehend, erhält man 



1 


34 


63 


32 




36 


4 


29 


62 




28 


59 


38 


5 




68 


26 


8 


39 




24 


55 


42 


9 




64 


21 


12 


43 




18 


46 


61 


20 




47 


16 


17 


60 





64 


31 


2 


33 


30 


61 


36 


3 


27 


6 


27 


60 


7 


40 


67 


26 


41 


10 


23 


66 


11 


44 


63 


22 


52 


19 


14 


46 


18 


49 


48 


16 



Nnn abersieht man sofort, in welcher Weise fOr des Fall vor- 
zDgehcn ist, dass /^l ist Man bat fOr ein beliebiges I einfach die 
21 Bechtecke ans den Zahlen 



4«>.4f>+2 



2.4fn.4« 



(2Z-1)4d».4«-|-1, (2i— l)4m. 4«+2 . 



. 2I.4m.4ii 



nach den genannten Paragraphen — nalttrlich nach demselben Ge- 
setz — za bilden. Bezeichnet man deren Glieder, abgesehen von den 
nateren Indices, mit 

tt(i), a(Sl, al*> . . . oOT 

so sind dieselben wie vorher je zwei and zwei paarwtiae za com- 
binirea, nftmlich die Rechtecke mit den Gliedern 

ad) und t^> 



Der Beweis Iftsst sich leicbt fllr diesen Fall veraUgemeinem. 

j. 6. Geht man zur Darstellanf 
jenjgen Rechtecken S{4m, in) aas , wi 
handelt warden, in denen also die G 
ticalreihe paarweise dieselbe Summe 
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zweite, dritte nad yierte n. 8. w., so findet man fblgenderamsseD die 
Daretellang für P(42, 4m, 4n). 



FOr den Fall / -» 1 verwendet man 4 Bechtecke 
nämlich das gewöhnliche 



Art, 



JR(4m, 4n) — 



^1 ^hva «2.4« 



04^,1 041^9 •.. a4m,4m 

ans den Zahlen 1, 2 . . . 4m.4nn nnd die dr^ folgenden 
ans den Zahlen ^mAn-^1 bis 2.4m. 4n, 

2.4m.4fi-|-l „ 3.4m.4fi, 



if n 



« « 



99 



19 



3. 4m. 4n 4-1 



>9 



4.4m.4ii 



mit den Gliedern &a, <vjk, «^ » = l, 2 . . . 4i», ib — 1, 2 . . . 4i». 

Das Parallelepipedon ergibt sich dann dnrch directe Zusammen- 
stellnng folgender vier Rechtecke: 



«191 


<lln 


«in 


<^94 


. • • ai,4jM-i 


<^l,4iii 


^1 


om 


dt^ 


«194 


. * . da,4m^l 


(H,im 


«811 


d,« 


«898 


ätH 


• • • <l8»4i»— 1 


ds,im 


^491 

• • 


> . ■ . 


^498 

■ • • 


«494 

• • • 


. . . ^,4iii-l 


04,411 

• • • • 



04m-1,1 e24M-l^ a4t»-13 €2oti-l,4 • • • a4ii-.1.4m~l <24i»-l,4» 
<24m,1 a4M,2 dinJB <Hn,i • • • di^^im-l a4n,4m 



<^9l 

««91 
^91 
«491 



«191 
^«91 
«91 
*'49« 



<^98 
«198 
^98 

«498 



«194 
^94 

«894 
«^494 



• . . 



• • • 



... 



<^94~-l 


«T.4m 


CIS,4m-1 


€h,im 


ck^Am-l 


as,4iM 


a4,4iii~l 


€k,4m 






»191 
<^191 

*49i 

^^891 



a4,M-l,3 din-i;^ a4M~l,4 • . . dim-^l,4m^l ain-lA 
dinji ainji dtn,* . . • a4M.4m-l d4n,4m 



0*91 
*191 
^491 

*89l 



*198 

<^98 

*498 

^98 



^«94 

*194 
C4.4 

*894 



. • • 



... 



63,4m-l 


^,4m 


<^,4iii>l 


hl,iM 


&4»4m-l 


C4,4m 


CS,4m-l 


^4m 



hithl Cina ^4ii3 ^n,i • • • &4i».4m-1 C4t^im 

CiH-hl ^4»~1,2 Cin-Ui &4»-l,4 • * • C4n-h4m-ifi4ti-lAm 
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<?sn 


\t% 


^t^ 


ftj.4 . . 


C^,4m-1 


&S,4m 


*.« 


«1,« 


*1»S 


C„4 . . 


^1.4m-l 


n,4iii 


«4.1 


*4»1 


«413 


*4?4 • • 


<?4,4m-'l 


H4m 


»S,l 


* * • 


*8»8 


<?8i4 • • 


^4m-l 


# • • • 


• • • 

C4n,\ 


■ • • • 

&4ii,2 


• • • • 

C4n,3 


^4ii,4 • • 


C4fi,4m~l 


64M,4fti 


&4m~1.1 


e4M=l»2 


*4«-U 


C4»-l,4 . . 


. &4M-l,4m- 


lC4ii-l,4]|i 



Beweis. In jeder Horizontalreihe steht eine Horizontalreihe des 
arsprflnglichen Rechtecks, in der entweder eine Hälfte der Zahlen 
unverändert geblieben nnd die andere nm 3.4m.4n gewachsen oder 
eine Hälfte nm 1.4m.4n, die andere nm 2. Am. An gewachsen ist. 
Demnach sind alle Horizontalreihen gleichsummig. Für die Yertical- 
reiben ist der Nachweis derselbe. In jeder Lateralreihe stehen 4 
Glieder, nämlich 2 Paare, die sich im ursprünglichen Rechtecke zn 
gleichen Summen ergänzten, in irgend einer Reihenfolge vermehrt um 

0, 4m. 4n, 2.4m.4n, 3.4m.4n. 

Beispiel Geht man von der nach I. §. 6. gebildeten Form: 

1 8 10 15 

16 9 7 2 

3 6 12 13 

14 11 ö 4 



Ä(4,4) 



aus, so erhält man danach fOr P(4, 4, 4) folgende Darstellung mit 
der jedesmaligen Teilsumme 130: 



1 56 10 63 

64 9 55 2 

3 54 12 61 

62 11 53 4 



49 8 58 15 
16 57 7 50 
51 6 60 13 

14 59 5 52 



32 41 23 34 

33 24 42 31 
30 43 21 36 

35 22 44 29 



48 25 39 18 
17 40 26 47 
46 27 37 20 

19 38 28 45 



Fttr einen beliebigen Fall Z >> 1 hat man natürlich nur die ent- 
sprechende Anzahl von Rechtecken mehr zu verwenden, bis zu dem 
jedesmaligen letzten R4i{Am^ An). Diese sind zu je 4 und 4 so zu- 
sammen zustellen, wie fOr den Fall 2 » 1 gezeigt worden ist. Be- 
zeichnet man die Glieder dieser U Rechtecke mit 

nnd bezeichnet ferner das System der ersten beiden von obigen 4 
Rechtecken als (ad), das System der beiden folgenden als (be\ so sind 
zusammen zu stellen 
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Vit 



zweite, dritte und yierte a. 8. w., so findet n 
Daretellang für P(42, 4m, 4n). 

FOr den Fall / -= 1 verwendet man 
nämlich das gewöhnliche 

«in ^i% 



JR(4m, 4n) — 



<>fU «118 



a4ml a4m9 .. 
aus den Zahlen 1, 2 . . . 4ni.4nn nnd die 
ans den Zahlen 4fi».4n-|-l 
„ „ „ 2.4m.4ii+l 
„ „ „ 3.4m.4n-|-l 

mit den Gliedern h%^^ ci^\^ d%^^ » =: 1, 2 . 

Das Parallelepipedon ergibt sich danp 
stellnng folgender vier Rechtecke: 



«111 
^1 

<»8il 

^4n 



«4» 



«in 

««>8 
<^4»S 



«114 
4.4 
«414 



a4ii-i,l e2iM-i»2 a4t»-i3 €2on-lp4 • • 

<2iM4 «4m,2 din^ 0411,4 • • 



«^ 


91 


«in 


^n 


«114 • • 


«w 


rf,„ 


««18 


^14 • • 


rf»« 


«1« 


«%i8 


«814 • • 


«4 

• 


11 


*'4l« 


«418 


^414 • • 


^-1,1 


<Ü,n-\,% 


<2iM-l,3 


a4M~l,4 • 


a4ii,l 


din^ 


a4M3 


d4n,4 




*«ii 


^% 


*«i8 






Hm 


*li« 


<^18 


*li4 • • 




*4il 


^41« 


*4i8 


<^'* •••-,, 




^811 


*8i« 


^iS 


*8i4 • • 




# # # 

&4h,1 


• • • • 


• • • • 

&4fi3 


C4nA . 




04» -1,1 


^4»-14i 


<^-13 





,*i\ 




.+ 8 
+ 12 
,+16 



»■!■ 




»M «1,1 


«S.1 




=.» i.n 


».,. 




»«. «1« 


i «H+U 




M»+1.J ftta+U 


J A*.tU 




6«it+M 0*^-2,1 



1^ jedesmal otne Horiiootal- 
:- vermehrt un 



zwd voUst&ndige Horizon- 
Ibe zweimal, die einzelnen 
:ulge um 



Verticalreihe dus Rechtecks, 

ebensoviel um 24it'|-12 ver- 

.[Q 8n+4 nnd ebensoviel tun 

.^t, wenn statt des LAtenl-Arga- 
^cht wird, ist nach dem Vorigen 



.i, 6) von der Form 



250 Barmuthi Ueber magische PiaralUUpiptda, 

wie (ocQ: wie (he)i 

a(i) und a<*0 af^ and a(*^i) 

Der Beweis folgt direct ans dem speciellen Fall. 

Dass zur Darstellang eines Parallelepipedons aaf diesem Wege 
zwei Rechtecke, wie im vorigen Paragraphen, nicht aasreichen, ist 
leicht zn sehen. Dieselben massten, am gleiche Lateralsammen zn 
geben, je eins nach dem System (ad) ond eins nach dem System (he) 
gebaut sein ; sie würden demnach, da in jeder Lateralreihe ein Glied 
des nrsprflnglich ersten und eins des orsprünglich zweiten Recht- 
eckes stehen müsste, notwendig 4m. 4n Zahlen gar nicht enthalten. — 
Beachtet man die Darstellang der Rechtecke, in denen das Yerticalen- 
Argnment ^ 2, mod. 4 ist, so überzeagt man sich direct, das9 genaa 
ebenso anch die Form P(Uy 4m, 4ii-|--2) behandelt werden kann. 

§. 7. Will man solche Parallelepipeda darstellen, in denen zwei 
Argumente ^ 2 mod. 4. sind , so hat man von den Rechtecken aos- 
zngehen, welche sich an die in I. §. 10. and 11. (13) behandelten 
Quadrate anschliessen. Dieselben haben die Eigentflmlichkeit, dass 
ihre beiden mittelsten Verticalen so gebaut sind, dass je 2 in der- 
selben Horizontalreihe stehende Glieder gleiche Summen haben, wäh- 
rend in den übrigen Verticalen die in derselben Verticalreihe paar- 
weise auf einander folgenden Glieder gleichsummig sind. Danach 
übersieht man leicht, dass sich auf diese 2m äusseren Verticalenpaare 
direct das im vorigen Paragraphen gelehrte Verfahren übertragen 
lässt. 

Um die Behandlung der beiden mittelsten Verticalreihen zu zd- 
gen, wählen wir den Fall, in welchem überhaupt nur zwei Vertical- 
reihen vorhanden sind, stellen uns also die Aufgabe, aus dem Recht- 
ecke i7(2, 4n-|-2) das Parallelepipedon P(4, 2, 4n-|-2) darzustellen. 
Die Auflösung ist direct folgende. Es sei 



a4M+2,l 0411-1-2,2 



eine Lösung für i^(2, 4n-)-2), gebildet aus den Zahlen 1 bis Sii-f-^ 
= 2(4n-f-2). Man bilde die analogen Rechtecke aus den Zahlen 
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8n+ 5 bis 16»+ 8 
16n4. 9 „ 2An+12 
24n+13 „ 32n+16 

und bezeichne ihre Glieder mit 6^, a^ di^h Dann ist 



«All ^ift 




^>i ^ii 


^tn Ojtt 




^1 <^11 


•»»»1 <^i« 




^n ^1 


^AM ^M 




^4n ^49« 


a4tt-|.i,i ci4»+i^ 




thn-i-l,! Oin+h 




a4M+2,l ^4m+2, 



*lil ^?1 




^>« *1>1 


<?lil *«il 




^»il <^«il 


*8il <^5>1 




^8»« *8>1 


^4^ *4»1 




*452 ^4»! 


• • • 9 • # 




C4n<|-1.2 &4n-|-l,l 


<74tf|'8.2 &4n-|>1,1 




&4iH-2^ C4ni-2»l 



das verlangte Parallelepipedon. 

Beweis. Die Horizontalreihen enthalten jedesmal eine Horizontal- 
reihe des Rechtecks, die einzelnen Glieder vermehrt nm 




oder um 8n+4 



nnd 24n+12 
„ 16» -|- 8. 



Die Laterabreihen enthalten jedesmal zwei vollständige Horizon- 
talreihen des Rechtecks, und zwar dieselbe zweimal, die einzelnen 
Glieder vermehrt in irgend einer Reihenfolge um 

0, 8»+4, 16»+8, 24»+12. 

Die Yerticalreihen enthalten eine Yerticalreihe dos Rechtecks, 
in der 2»-{-l Glieder unverändert und ebensoviel um 24n-|-12 ver- 
mehrt, oder in der 2»4-l Glieder um 8» 4-4 und ebensoviel um 
16» -f- 8 vermehrt sind. 

In welcher Weise zu verfahren ist, wenn statt des Lateral-Argu- 
mentes 4 das Argument 42 gewünscht wird, ist nach dem Vorigen 
sofort verständlich. 

Beispiel. Geht man für i2(2, 6) von der Form 



Ä(2, 6) - 



1 


12 


11 


2 


3 


10 


9 


4 


8 


5 


7 


6 



aus, so erhält man danach ohne Mflhe 
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P(^ 2, 6) 



1 48 




37 12 




24 25 




36 13 


47 2 




11 38 




26 23 




14 35 


3 46 




39 10 




22 27 




34 15 


45 4 




9 40 




28 21 




16 33 


8 41 




44 5 




17 32 




29 20 


43 6 




7 42 




30 19 




18 31 



mit den Teilsummen 98, 49, 147. 

Stellt man die Lösung dieses Paragraphen mit der des vorigen 
zusammen, so ist danach auch jede Form P(4/, 4m -f 2, 4n-f-2) 
lösbar. 

§. 8. In dem Vorigen ist es als Uebelstand bezeichnet worden, 
. dass die zur Verwendung gelangenden Rechtecke in einem Teile nach 
einem andern Gesetz gebaut sind, als in dem andern. 

Die Darstellung der Parallelepipeden wflrde sich offenbar ver- 
einfachen lassen, wenn es gelänge, für die Rechtecke eine gleich- 
massigere, einem Gresetz folgende Läsung zu finden. 

Eine solche erhält man auf folgendem Wege. Man setze sich 
das Rechteck R(4m'\-2^ 4n-|-2) aus 2m-)-l Rechtecken von der 
Form i2(2, 4n-|-2), die der Reihe nach aus den Zahlen 

1 2 ... 2(4n-f 2) 

2(4ii+2)-fl, 2(4n+2)+2 . . . 4(4n-f2) 



4m(4n+2) + l, 4m(4n+2)+2 . . . (4m+2)(4n.|-2) 



gebildet sind und die Horizontalreihen 



-Sin 



^u% 

^«»2 



. . . Ei,4n^2 
. . . H2,ia-k-2 



enthalten, zusammen. Am einfachsten erhält man das gesuchte Recht- 
eck dann durch die Zusammenstellung * 
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2&3 



-^111 


-^«n 


. . . .£^,1 


^2m+24 


^2»fl^ 


B^mM 


. . . H^^2 


Blyi 


^H8 


H<i^ 


• . . H2m:i 


^2m+U 


^9m<|-l,4 


E2mA 

1 V 9 # • # 


• • • -^2>4 


-^1»4 


^1,41^^1 


A,4fi-|-1 


. . . i93m,4«-f-l 


i%m4-1.4N-^l 


^2m-^l,4n4-2 


^2m,4Mf2 


. . . i72.4n+2 


Ä,4«+2 



Beispiel Geht man von dem im vorigen Paragraphen fflr Jß(2,6) 
gegebenen Schema ans, so erhält man fQr Jß(6, 6) « Q(6) — dass 
beide Argumente gleich sind, ist anwesentlich — die Form 

1 12 13 24 25 36 

35 26 23 14 11 2 

3 10 15 22 27 34 

33 28 21 16 9 4 

8 5 20 17 32 29 

31 30 19 18 7 6 

Das anf diesem Wege erhaltene Rechteck ist vollständig so ge- 
baut, wie in der früheren Form die beiden mittelsten Yerticalen, d. h. 
diejenigen Glieder, welche in derselben Horizontalreihe gleich weit 
vom Ende stehen, haben dieselbe Summe. 

Man wird demnach zur Darstellung von Parallelepipeden aus 
diesen Rechtecken ein einheitliches Schema nach Analogie des in 
§. 7. behandelten Falles P(4J, 2, 4m -f 2) ableiten können und da- 
durch P(4/, 4i7»-|-2, 4n-|-2) erhalten. Immer aber bleiben 4/ Recht- 
ecke zur Darstellung erforderlich; das eine Argument U kann also 
nicht durch 4l'\-2 ersetzt werden. 

Da nun diese Form der Rechtecke auch eine Behandlung nach 
Analogie von §. 5. nicht zulässt, weil in einem Rechteck von Amr\-2 
Yerticalreihen nicht 2m4-l mittelste Yerticalen abgesondert werden 
können, so sieht man leicht, dass man, von iZ(4m-{-2, 4n-|-2) aus- 
gehend, immer einer durch 4 teilbaren Anzahl von Rechtecken zur 
Darstellung von Parallelepipeden bedarf, dass mithin die Form 
P(42-|-2, 4m-)- 2, 4fi-|-2) mit den vorliegenden HtUfsmitteln nicht zu 
lösen ist 

Demnach sind magische Parallelepipeda mit geraden Argumenten 
auf die Lösung von magischen Quadraten resp. Rechtecken zurflck- 
zuf&hren, wenn wenigstens eins der drei Argumente durch 4 ohne 
Best teilbar ist 

Berlin, den 30. Mai 1881. 
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XV. 



Sur quelques corps engendröa par la r^volntion. 



Par 

Georges Doetor. 



1. Tli^rdme fondamental. D'an point S (Fig. 1), ext6- 
rienr ä nu cercle O, on m^ne ä ce cercle la tangente SÄ 
et an centre la s^cante SOy qai coope la circonf^rence 
en B et C, Si Ton fait tourner la fignre antonr de SO^ 
les triangles mixtilignes SAMB et iSili^C engendrent des 
Yolnmes, qni sont Äquivalents aux cönes, ayant ponr 
rayons de base les deux segments SB et iSC de la s^cantc 
et pour hauteur commune la projection OD du rayon de 
contact OA sur cette s^cante; 

c'est-ä-dire que 

vol. SAMB = \nSff,OD, 
vol. SANC — \nSC^,OD. 

Nous avons 6videmment 

vol. SAMB — vol. SAG -^yoX. ABO, 

vol. SANC =« vol. SAO—wol ACO\ 
ou 

vol. SAMB — inAD^,SO'\'inAO\BD, 
yol SANC '^ inlD^.SO— inÄÖ\CD. 

Comme le triangle rectangle SAO nous donne 

AD* « SD,OD, 



AO* — SO.OD, 



A 



> I 
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il nous vient 

yo\. SAMB = \n(SD'{'2AD)S0,0D, 

vol. SÄNC = \n{SD — 2CD)S0.0D; 
OQ bien 

vol. SAMB = in(SB + BD)SO,OD, 

vol. SANC = iniSC— CD)SO.OD, 
Or, de ce quo 

et 

nous avoDS 
on 



et 



8A*^ 


- SB.SC 




8A*^ 


- SO.SD, 




8B.SC - 


- SO,SDj 




8B 


SD 




SO' 


"iSC* 




8C 


SD 




80' 


"SB 




it6 noas donne 




SB+(SB- 


-SD) SB 


+ BD 



SO 250— iSC SO+(SO—SC) S0+ OB SB 

d'oü 

(SB'\'BD)S0 = SP. 

De la seconde 6galit^ noas tirons 

SC 2SC—SD SC "{SD — SC) S C — CD SC-- CD 
SO " 2S0—SB "" SO— (SB— SO) '" SO — OC ^ SC * 

d'oü _ 

(SC— CD)SO = /8C^ 

Donc nons tronvons qae 

vol. SAMB = \nSp,OD, 
vol. SANC = ijTÄC^.OD. 

2. Remarqne I. La diff^rence de ces deax volames 
doit itre 6gale an volame de la Sphäre ayant OA^R 
poor rayon. 

Cette diff^rence, en effet, a poor expression 

\n(SO + R)\ OD — \n(SO — R)K OD 
— i%R^O,OD — |ÄÄ.äZ* — inR\ 
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3. Remarqne U. Si Ton pose 80 '^ a, d'oü, par le traagle 
rectangle SAOj OD=i — . on aura 

(D vol. SAMß - \n — ^'*+ ^^* 



(II) vol. SANC - \n 



a 
JK«(a — JK)« 



4. Yolame eompris entre denx sph^res et le eOne elreonACiit» 

Par las centres O, O' des deax sph^res (Fig. 2) et par le sommet 8 
du cöne, lesquels sont en ligne droite, condaisons qd plaa; oe plan 
coape les snrfaces des deax sphöres saivant les circonf6rence6 ABC^ 
A'B'C\ et la snrface laterale da cdoo saivant les tangentes AA'8^ 
EBfS commuoes aax deax cerdes Oy 0\ 

Le volame V en qaestion est 6videmment engendr6 par la r^vo- 
latiou da qaadrilat^re mixtiligne ANCB'M'A* aatoor de la ligne des 
centres 00'. Noas avons donc 

V =. vol. SANC— vol. SA'M'B', 

on, d'apr^s les formales (11) et (I), 

(1) V=in i» ~, , 

oü Ton a pos6 

OA « JK, 50 — a, O'A' — R\ SO' — a'. 

Par les triangles semblabes SAO et SA'O' 11 noas vient 

SO SO' SO — SO' 00' 

R '^ R' '^ R—R' '^ R — R" 

noas en tirons, en repr^sentant {far D la distance 00' des centres 

R^ , er., R'^ 

et, par saite 

R(D+R'-R) 
a — R «=* — 



a'+R 



R-R' ' 

RiP-^R—R ') 
R-R' 



Si noas mettons ces valeors dans Texpression (1) de F, celle^ 
deviendra 

R\D+R'-R)^-R'\D+R-R')^ 
(Ul) V^^n D(R-R') • 
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Le iiain4rat«ur s'Svanonit ponr B =■ Ä' ; il est donc dii-isible 
par R — R'; en elfectuant cette divisiott, ou tronve qoe 

(IV) F= g~ Hß*-i-BR'+lt'*)D'-2(R^~R'i)D+(R<^n'»)(R—R')l 
Cette expreasiou peut eucoro B'äcrire 

(V) V'-'f^{It*+JtR'+R'*)(D+R~~R')(D+R'~R> 

~^[RHD+R'-R) + R"(D+R-n'y]. 

5. Si les denx sphgrea sont tangentee, on anra D^R-\-R', 
et la fonnnle (HI) deviendra 

^"" *"[ä»— ff* Ä*— Ä'»J' 
OD apr^B simplification, 

n est ais6 de calcnlcr directemeat cetto vfüeor. A cet effet nous 
6tablirODB les th^oremes auivants. 

6. Th^ortme I. Si d'un poiot C (Fig. 3), pris hors d'an 
cercle O, on möne les denx tangentes CA ot CS, et que 
da point de contact A on abaisse la perpendicnlaire AD 
snr Ic diamitre BK qni passe par le point de contact B 
de l'autre taugontc CB, on a 

BCXAD = BDXBO. 

TiroDS la droite £70 et menons la corde AB. 

Nons formons dem triangles rectangles BCO et ABD, qni, ayant 
lenrs c6t^s perpendiculaires, sont semblablos et donnent 



BD AD 
on en d^dnit 

(Vn) BCKAD — BDX BO. 
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BD 


AB^ B& 


DE 


Alf BO* 


BD DE 
fl* R^ 


BD+DE 


1 


.n- 2«^^ 



o» 



il vient doDc 

2R 



on en tire 

(VIII) ,^,_^^ 

8. Th^r^me U. 8i Ton fait tourner la fignre ACBD 
(Fig. 3) autonr du diamdtre BE^ Ic trianglo mixtiligne 
AMBC engcndre an solide, qui est äquivalent an cöne 
engendr^ par le triangle roctangle BCD (Tirer la droite CD 
dans la figure) 

Le solide engendr^ par le triangle mixtiligne AMBC est 6qai- 
valent h la diff6rcnce entre le tronc de cdne decrit par le trapese 
birectangle ACBD et le segment sph^rique engendr6 par le demi- 
Segment circulaire AMBD. Nous avons par cons^qnent 

vol. AMBC « \nBD(A&'\-ADMC'\- BC^) — (^nAD^.BD-^-^nBD^) 

= \nBC^.BD — inBD{ÄD^ + BD^ — 2AD.BC). 

Mais, puisqne 

Ä&+BD^ — ÄB^ = BD.BE — 2BD.B0 

et qne (VII) 

2AD,BC « 2BD,B0, 

la diff6rence entre parenth^ses se r^duit k z4ro. 

Done on a 

(IX) vol. AMBC = inBC\BD, 

9. Th^r^me in. Lorsqne denx cercles O et O' (Fig. 3) 
sont tangents ext^rienrement, la perpendicnlaire BC i 
la ligne des centres 00\ men^e par le point de contact 
B jusqn' k la tangente commune ext6rieure AA\ est 
moyeune proportionnelle entre les rayons B et R' des 
deux cercles. 

Tirons les droites OC et O'C. Les droites OC et O'C sont les 
bissectrices des deux augles suppl^mentaires ACB et A^CB\ elles 
sont par suite perpeudiculaires entre elles et le triangle OCO^ est 
rectangle en C. 



laDs l'expreasioD (VIII), mettons ä la place 
; nons tronvoDS qae 



BD = 



2RR' 



dr£ par Ut riTolution dm trlangrle mixtlligne 
9' (Fig. 3). Puisque AC = CB = CA', ou a 
deux triaogles mixtilignes AMBC et A'NBC, 
00', engeudrent des volnmes 6gaDX. Ou a 

AMBNA' = 2vol. AMBC 



AMBNA' = \nBC .BD. 

BC* et BD, Dons mettons leurs valcurs (X) 
s que 

2Iili' 
■ R + S" 



MBNA' = i«.JtR'. 

R'R' 



AMBNA' = in ^ 

irea, saus etre t 

circonscrit devieudrait nn cylindre, et l'on 



"R-j-R' 
'h£res, saus etre tangentes, avaient le mSme 



V= wiI*D — JreÄä. 

dem sph^res sont tangentes, cette valear se 

Ares MDt inscrites dans les denx nappes du 
: sommet S da eöoe (Fig. 4) est sitoö cutre 
it plan de soction principate coupe la surface 
it les denx taogentcs int^ricures anx cercles 



lf. . f 



u 






^ .T, :^' 



tt ' 






;r& 
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15. Bkjoui d«i denx spbSrea, Tone inaeiite «t l'autre ex- 
iBserite k ob eOne. Par l'axo SC d'un cöne <Fig. b) condnteoiiB ud 
pl&n, qni y ddtermine la sectioD triaugnlaire isoc^Ie SAB, et coupe 
les dem sph^es suivant lea cercles O et O' tangoots aux trois cätds 
da triangle SAB. ' 

D^sigDODs 168 rayoBB OD, O' D' de ces cercles par r et r', et 
soieot 

AC = fi, SC ■= H, SA = C 

le rayon de base, la lantenr et le cUtA du cfine. 

Chacnn des dem triaDgles SOD, SO'D' ätant aemblablc qd 
triaDgle SAC, on a les proportions 

OD _S0 &^ _ S& 

AC ~ SA' AC ~ SA' 
00 bien 

r _ H—r r' _ H+r' . 



ji+c~c' R' 
Ces ^alitös donoent leg eiprCBsions 
,^„^. Äff 
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Si nous d^signons par r^ le rayon de la sph^ro inscrite dans le 
c6ne ^^1^1, nous aorons 



— «*= m, 

r 



On en tire 



(XIX) Vi « mr, OU r, =» ^XTr *** 

17. Rayons des sph^res inserites sueeessyres« Le rayon r, de 

la Sphäre suivante sera de meme 

OU, en vertu de (XIX), 

rj = nAr. 

On aurait semblablement 
Donc on a, en g^n^ral, 

(XX) rn — mV. 

Si, dans cette expression, nous rempla^ons m et r par lenrs va- 
leurs (1) et (XVIII), nous obtiendrons la formule g^n^rale 

RH /C--Ä\" 

(XXI) rn = ^^ . \c+r) • 

18. Somme des sph^res inserites dans le e6ne. Les rayons de 
ces sph^res successives sont 

r, mr, nAr, mV, . . . ; 

les volumes des memes sph^res sont par suite 

^wr*, j^TtnAr^ ^wmV, ^nm^r^, . . . 
On obtient ainsi, pour la somme de ces volumes, 

r=. i«r»(l+m»+m«-f mö+ . . .), 

OU 

^ 1 — mr 

Or, d'apr^s (1), nous avons 

1 (£+31 (o+R)^ 

1— m»"" (C+Ä)3— (C— i?)3 "" 2Ä(3C«+Ä«)* 
Nous trouvons donc 



/• 
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poor la somme dos Yolumes de toutes les sph^res iuscrites dans le 
cöne. 

Getto expression pent se mettre sons la forme 
(XXU) V - inR^H. ^^ijfTEr 

19. Espaee laiss^ Tide dans le e((ne par tontes les sph^res In- 
saiites. Repr^sentons cet espace par E. Nous avons 6videmineiit 

Pnisque H^ =- C«— i?«, il vient 

_ 2H* (3C* + R*) — {20^— 2R^) CM-3Ä» 

Donc nous troavons que 

(XXUI) £? = inR H, 3^sqr^f - iRi^^fft' 

20. Partie du edne eomprlse entre denx sphdres eons^entlTes. 
Si rn~i et th sont les rayons des deux sph^res, l'espace e compris, 
dans le cdne, entre ces denx sph^res, est 

on, d'aprds la formnle (XX), 

c'est-ä-dire 

' 1+m 
Hais r^gaUt^ (1) donne 

I 2C 2C C—R 2Cm 

il vient par snite 

e = |«r». -g^ m»«-2. 

Rempla^ons r et m par leurs valeurs (XVIII) et (1) ; nous obtenons 
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Daas la fractiou p7 p-l- Ri* remplacoiu 
C* — H*j il nous rient 

JRH* 2^(0 "— if ) _ 2JI(C 

Nons avons donc, en definitive, 

(xxiT) .-inü'ff.^K?: 
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XVI. 

Relations entre certaines sommes de carröä, 

Par 

Georges Doetor. 



1. Carr^ ^^al ä la somme de trois earr69. Noas avons identi- 
qaement 

et, en ^levant an carr6, 

or il est ais^ de voir que le facteor entre crochets est 6gal k (a-f-^)^; 
donc il vient 

2. Carr6 €gal 1^ la somme de qaatre earr^. Paisqoe 
(a2+i«4-c«+aÄ+ac+ic)* -= (a +J +<:)« — (oÄ+oo+Äc) 

nouB obtenons, en 61evant an carr^, 

+ ft«(o+H^)*+2a£(a+Hhf)* 

+ (aH-a^-|-^)*---2(a-fH-c)«(aH-aH-M. 
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Mais Ic polynöme form^ par les termes soalign^s se rMmt I 
z6ro. On trouve donc qae 

3. Carr€ ^gal ä la tomme de cinq carr^s. On a encore 

Afin de simplificr, repr^scntons par P le polynöme 

Si nons 6Icvon8 au carr6 les deux membres de Tidentit^ pr^c^ 
dente, nous obtenons l'6galit6 

+ 2cd(q+H-c+rf)» 
— 2P(a-fH-H-d) (a-f*-hj+€f). 



Or il est ais6 de voir quo Tensemble des termes sonllgn^ est 
^gal ä z6ro. Donc on a 

(III) (a»4-Ä«+c«-H«-f«M-«H-«^+*H-*^-K^)* 

4. En suiTant la m§me ro^thode, on peut obtenir on carri, qni 
sott 6gal hk la somme de six carr^s, ou ä la somme de sept carr^s, 
etc.; et, en g6n^ra], un carr6 6gal k la somme de n carr^s. 

Ainsi, 6tant donn^es n — 1 quantit^s quelconques a, 6, c, . . . , ^ 
enti^res on firactionnaires, positives ou negatives, reelles oa imagi- 
naires, nous avons la formnle g^n^rale 

(IV) (a«+i«+c«+ . . . '\'ah+ac-\-bc+ . . .)* 
dont le second membre est la somme de n carr6s. 
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lenx sonunes de quatre carrds 
Boient les qmiDtit^B o, 5, c, cJ et p, od a les 

,_6)«_p«— 2Äp+5», 

o_d)»=p»— 2dp+d», 
nbres ä membres, donneot 

1 alt 

nes dn second membre s'entred^trniBeDt , et 
iOD assez cariease 

- (p-a)'+(p~i)*+lp-c)*+(p-d)». 
iU (I devicnt nulle, cette relation se rödait k 

■p» + (p-o)»+(p-6)»+(p-c)', 

ar M. Gatalan (Nouvelle Correspoudauce iiia- 

e lY, page 3 (3). 

nblablement d^composer nne sommo de n carr^s 

e n on de n+1 carris. 
ridentit^ 

Üt^ qnelcooqne, ans n— 1 identit^s analognes, 
ation de la qnautite a avec les « — 1 antres 
/, on obtiendra Yigaiüi 

n neos gnffira d*; poser 
(2) a+b+<:+...+l^t-i«p, 

ponr ayoir la relation 
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ou 

an) a»+6»+c»+...+i'+i* 

= ip-a)i+(p-bf+ip ~e)* + ... + (■ 
§. 4. DaoB cette relatioo Msods /=>0; eil 

oü le Premier raembre se compose de n — 1 
second mcmbre conticnt n cair^a. 
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XVII. 



Berechnung einiger vierdehnigen Winkel. 



Von 

R. Hoppe. 



In T. LXVI. S. 448. habe ich eine Formel entwickelt, welche 
die Berechnung eines Winkels von 4 Dimensionen auf eine Kubatur 
zurückführt. Hiervon mache ich im Folgenden Gebrauch für 2 Fälle. 
Wird nämlich erstens der Winkel von einem Räume in einem Rota- 
tionskörper geschnitten, und liegt die Spitze normal über einem Punkte 
der Axe, so ist unter leicht ersichtlichen Bedingungen die Kubatur 
in endlicher Form ausführbar. Ist zweitens der Schnitt ein Polyeder, 
so enthält das Resultat eine Function in Form eines einfachen be- 
stimmten Integrals. Die Eigenschaften dieser Function sind wol 
bisher noch nicht untersucht. Da aber der schneidende Raum will- 
kürlich ist, so enthalten die Argumente der Function willkürliche 
Elemente, von denen der Ausdruck des Winkels unabhängig sein muss. 
Hiermit ist ein Weg eröffnet, eine vor der Hand nicht übersehbare 
Menge linearer Relationen verschiedener Werte derselben Function 
zu finden, deren Beweis durch reine Analysis und euklidische Geo- 
metrie Schwierigkeit haben würde. Es zeigt dies Beispiel, dass die 
Untersuchung mehrdehniger Gebilde fruchtbar für die gewöhnliche 
Mathematik werden kann. 

Die für beliebig viele Dimensionen aufgestellte Formel auf 4 
Dimensionen angewandt lautet: 

TT« hj ^ (1) 
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WO sich die Integration über den Körper V; d. i. den linearen Schnitt 
des vierdehnigen Winkels W erstreckt, h den normalen Abstand der 
Spitze vom schneidenden Räume, und r den Radiusvector des Elements 
drvon der Spitze ans bezeichnet 



§.1. 

Die Winkelspitze sei Anfang der rechtwinkligen Coordinaten 
xyzw^ die w Axe normal zum schneidenden Räume ic^h. Setzt man 

y = Q cos <p ; « = p sin 9> 
so wird 

und, wenn man über einen Rotationskörper, dessen Axe die der x, 
integrirt. 



X 



y V- . - , w •> 



= 2R(arctgJ^~arctgJ^-Äy'j^^_^) 



(2) 



wo p als Function von x den Meridian bestimmt. Es ist leicht zn 
sehen, welche Formen des Meridians die Ausführung der Integration 
gestatten. 

Ist z. B. der Meridian ein Kegelschnittt, die x Axe eine seiner 

Axen, so ist 

p2-=aa;*4-2te+c (S) 

und man findet: 

W = 2R {arctg J — arctg J W 



Für den Fall eines Kugelstücks ist a = — 1, und man hat: 



für die volle Kugel 
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>r=2R{arctg ^^^ ^ -arctg -~^ 

insbesondere wenn die Winkelspitze normal über dem Mittelpunkt 
steht, wo 6 « 0, 

W ^ m [nTCi^^ - ^-^ (6) 

Der logarithmische Term tritt ein beim EUipsoid, Paraboloid 
und zweischaligen Hyperboloid für 

b^>{h^ + c)(l + a) 

beim einschaligen Hyperboloid, Cylinder und Kegel nie. Im Greuzfall 

wird 

für das voUe Ellipsoid 

^-2R{arctg :fL _ arctg —^| 



§. 2. 

Für eine nngleichaxige Oberfläche 2. Grades von V würde die 
directe Berechnung von TT schwierig sein; doch kann man durch Er- 
weiterung des Besultats für Rotationsflächen auch zu diesem Ziele 
gelangen. Lässt man nämlich den durch ein rotatives V bestimmten 
Winkel Ton einem beliebigen neuen Räume schneiden, so ist die 
Oberfläche des Schnitts wieder eine Fläche 2. Grades und im allge- 
meinen ungleichaxig. Zur Verfügung stehen, nach Abzug der nur die 
absolute Grösse der Gcsammtfigur bestimmenden, noch 5 Constante, 
2 in der Gleichung der Rotationsfläche und 3 in der des schneiden- 
den Raumes, gerade die genügende Zahl, um die Axenverhältnisse und 
die Coordinaten der Projection der Spitze beliebig zu bestimmen. Ich 
will indes hier nur den einfachsten Fall in Betracht ziehen, wo der 
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schneidende Raum nur nm eine Parallele mit der xy Ebene gedreht 
wird. Seinen normalen Abstand von der Spitze, welcher gleichgültig 
ist, setzen wir wieder =A; dann hat seine Gleichung die Form: 

vD^ cos ^-|- «s sin "^ = Ä 

Ein Strahl von der Spitze durch den laufenden Punkt srysk von V 
gezogen schneidet jenen Raum im Punkte x^^z^w^^ wo 

X ' 

wird. Nimmt man ihm parallel den Coordinatenraum der ac^PtH 
durch die Spitze, so ist zu setzen: 

arg ==■ ojj; ^3 = ^2; »3 =■ hsind- — Z2C0S'^; w^ =" hcos&-}-z^Biu9 

w^ ^= h (8) 

Führt man diese Werte in die Gleichung der Oberfläche von V 

«^(a:-/5)*+y*+«*-y' iß) 

ein, so kommt: 



^. 


%. 


^ 


> 


y — • 


z = 


w^ 


^ wg 


«'s 



«K^»--?)+^«*+^*'=^ 



oder: 

3 



r'^a-s, — ^sin^ — i^cos^^ +^,24.(^008^ — A sin ^)- 

(Ysin^+ ycos^j 



— 1 



oder, wenn man zur Abkürzung 

setzt: 

2a^ß sin ^ 
«S^ + ^2^ + ( 1 + « 8in^^)32^ ^- — x^z^ 

— 2a«i3 cos ^ . «8 + 2€Ä sin ^ cos ^ . Ä2 + (1 + f co8»^)ä2 = 

Nimmt man die Axen dieser Fläche zu Axen der x^ylZ•^^^ bezeichnet 
durch a, ft, c ihre Halbaxen, so geht durch die Substitution 

a:, «a;iCOSi;-s,siniy + J; y%^yi \ ^^^j 

Ä, = o-j sin i;-f"^i^siy+{; f 

ihre Gleichung über in 
und zwar ist 



1 
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TK=2RJarctg'^"ty-arctg^fa' (13) 

— arctg ' — arctg-^- ^ > 

Die Orenze, bis zu welcher a^ positiv bleibt, ist 

sin^ < 



Vä^+Z 



Hier verschwinden beide Factoren von — ^ zugleich, mithin auch -, 

1 
und -^. Dem entspricht das Yerhältniss: 



^« = «* (i + ÄT^ry«) 



woraus zu ersehen, dass überhaupt alle Axenverhältnisse möglich sind. 



§. 3. 

Ein beliebiges Polyeder werde auf folgende Art im Tetraeder 
zerlegt Man fälle von einem beliebigen Punkte Z>, den wir zur Pro- 
jection der Winkelspitze E auf den Kaum des Polyeders machen 
wollen, ein Lot DC auf jede Seitenfläche, von C wieder ein Lot CB 
auf jede derselben angehörige Kante, die Kante endige in der Ecke 
A, Dann bilden die sämmtlichen Tetraeder ABCD zusammen das 
Polyeder (wenn wir unter Umständen einige derselben negativ rech- 
nen); und wenn dem Volum F= ABCD der vierdehnige Winkd W 
bei E entspricht, so ist SW der Winkel über dem Polyeder. 

Nach dieser Construction haben wir das folgende System ortho- 
gonaler Geraden, die wir zu Eichtungen der Axen der x, y, «, v 
wählen. Vom Anfangspunkt E gehe die Axe der x in der Richtung 
BA^ die der y in der Richtung CB^ die der z in der Richtung />C, 
die der w in der Richtung ED. Sei der ebene Winkel 

ACB^ci', BDC=ßi CED^y, DE = h 
dann wird 

CD = htgy 

BC^CDtgßr^ htgßigy 
AB= BCtga = ÄtgatgjJtgy 




roD bis ytga, y von 
ist nach der FormBl (1) 



eß tat y, dann zht^f 



nach z, so kommt; 



'r-i-:J'Bec*ßte*y-i-l 



stgttaiügtgy 



ytg«r+co8»^ 
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p 

W-k / 9'3* (14) 



/. 



'«''' +^-1 (15) 



Hiernach ist die Grösse des Winkels über dem Polyeder eine 
Summe von Werten derselben Function (14) von er, /?, y. Von dea 
er, die sich fdr jede Seitenfläche zu 4R ergänzen (bzhw. die Summe 
haben), hängt nur tp ab, dessen Werte parweise bei gemeinsamen 
Integralgrenzen sich einfach addiren ; die y sind für jede Seitenfläche 
gemeinsam. 

§. 4. 

Der Winkel ^F'wird bestimmt durch das System von Strahles, 
die von E aus nach allen Ecken des Polyeders gehen. Im einfach- 
sten Falle, den wir betrachten wollen, dem eines Tetraeders, hat der 
Winkel 4 Kanten. Deren Gleichungen in Bezug auf ein beliebiges 
orthogonales Coordinatensystem mit dem Anfang in E seien 

wo die a, 6, etc. Richtnngscosinus bezeichnen. Der beliebige Raum 

-4«+-öy4-Of4-i>M7 — Ä (16) 

schneide auf ihnen die Strecken t^ ti^, ti^, us ab; dann ist 

Die Endpunkte dieser Strecken sind die Ecken des Tetraeders ^F, 
die 3 ersten die Ecken der Seitenfläche, die 2 ersten b^renzen die 
Kante, der erste ist die Ecke, die wir betrachten wollen. 

Die Projection der Spitze E auf den Raum (16) hat die Coor- 
dinaten: 

Von diesem Punkte fällen wir ein Lot auf die Seitenfläche 
(tttijUs). Letztere wird bestimmt durch den Durchschnitt des Raumes 
(16) und eines Raumes, den wir durch den Anfangspunkt und die 3 
Ecken der Seitenfläche legen, nämlich des Raumes: 




einigtr vierdthnigtn Winkel, 



h y 



der Seitenflftcbe , bo ist das Quadrat 
ea des FnsspDokts haben wir dfe 3 






y — iÄ+ftBj; etc. (19) 

»innB der Nonnale des Raumoa (18) 
Werte in die Gl. (16) (18) ein, and 

CCi+DDi — CM* 

vo» i nnd ft: 

IC08# — Ä 

Aeoiff 
' ** Bin»ff 

lO' + [(i-Ä)B+^sO» + ... 



Don ein Lot auf die Kante (utii) zn 
ate, to und ihre Richtnngicotiniu; 

I, der Bomul zd ihr darcb den Punkt 
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Nun ist 

Aia+Bjb+ . . . = 0; -^^Oi + JB,fti + . . . « 

daher redncirt sich die Gleichung auf 

— jT^ ^ + — r^y+ • • • = ö (20) 

Dieser Raum schneidet von der Kante die Strecke htgatgßtgy ab, 
daher sind die Coordinaten seines Durchschnitts mit der Kante: 

au — Ot^ A 

X '^ au T — ^Ätgatgptgy; etc. 

und nach EinlBhning in 61. (20) erhält man: 

Ätg«tg/?tgy « Ott ?üri^i!*x 4. . . . (21) 

Das Quadrat der Länge des Lotes ist dann: 

(Ätg/5tgy)8 - \au-XA^iiA^ ^^f^^IZ3l^ ^^^^^ß^yV^ ^ ^ 

Man findet aber: 

(au-A^~Mi)'+ . . . = u^+^^-2ku(Äa+ . . .) 



sia*^ C08*y 

daher wird die vorige Gleichung mit Anwendung von (21): 

(htaßtgy)* =- «»-^-(Atgotg/Jtgy)« 



\ cos*y/ 



cos*a 

7/ 
woraus: 

♦ p cos«!/;? 

^^ " 5n>K^ Ä« Cös*y-1 (22) 

Setzt man 

aai4"**i4"^<^4"^^ *=• coss 
so giebt Gl. (21): 

r* 4. Oa. tt— lAxCOSf 

Ätgatg/Jtgy — u 1 

und nach Elimination von igß durch Gl. (22): 



woraus: 
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kyurcosy — h^ 

1 1 /tt^ttj* 8in*€ co8*y — ifc*Ä* 
cos« = '^ — 



.-v^ 



t**C08*y — A* 



tg/j =l/(^^?ÄMyy« 



C08/J .^^^ (24) 

In diesen Ausdrücken für er, /}, y sind gegeben die 16 Grössen 
a, 6, <?, d, Oj, i,, etc., dadnrch zugleich -4„ J3j, Q, Z>i und «. Will- 
kürlich sind dagegen die 3 Verhältnisse von A^ B^ C, Z>, in denen 
sich nach den obigen Formeln u, i^, i«s, t^ und A; entwickelt dar- 
stellen lassen. Permutirt man die Indices der 16 Oegebenen, so er- 
hält man 24 Wertsysteme für a, /?, y, ^, und dadurch die 24 Terme 
der Summe 

/ 



/' 



Betrachtet man jetzt die Verhältnisse von A^ B^ C, D als Variable, 
so hat man, da ^TTconstant ist, eine lineare Relation von 24Fnnc- 
üonswerten, die sich durch die besonders zu bestimmenden Con- 
stanten unterscheiden. 

§. 5. 

Dem äusserst complicirten allgemeinen Resultate stelle ich noch 
eine Reihe einfacher specieller Ergebnisse zur Seite. 

Im Aufsatz 11. d. T. habe ich die Bestimmungsstücke der 6 
regelmässigen Polytope (d. i. linear begrenzten Gebilde von 4 Di- 
mensionen) berechnet. Hiemach hängt die Gestalt eines regelmässigen 
Polytops von 3 ganzen Zahlen /, m, n ab. Bezeichnet man ein regel- 
mässiges Polyeder, um dessen Ecken je m Vielecke zu n Kanten 
liegen, durch (m^ n)^ so ist ein solches Polytop dadurch bestimmt, 
dass um jede Ecke eine gleiche Anzahl Polyeder (m, n) in Form 
eines Polyeders (2, m) gruppirt sind. Ein vierdehniger Winkel nun 
mit der Spitze im Mittelpunkt über der vollständigen Grenze des 
Polytops, bestehend aas /> Polyedern, als Basis ^V constmirt, er- 
füllt die unbegrenzte Vierdehnnog, ist daher 

-8B* 
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2^rlegt man jedes Polyeder (fi>, n) nach §. 3. im Tetraeder F, so 
gehören deren 4 zu jeder Kante. Folglich ist die Gesammtzahl aller 
Tetraeder V 

"L + l-l 
m~ n 2 

Durch diese den vollen Winkel dividirt, giebt fflr den Winkel anf 
der Basis V: 

^&^+^ = l5 Bin«-8Mco8y (26) 

Es sind die Constanten er, ß^ y, d zu berechnen. 

Nach d. cit. Aufs, ist der Abstand des Mittelpunkts vom Räume 
eines Polyeders (die Kante « 2 gesetzt): 

2R 2R 2R 

cos ~T COS — cos — 
l m n 



WO 



MN 

2R 2R 2R 

Jlf* = sin* -7- sin* cos* — 

In m 

(27) 

„» . ,2R ,2B 

N* — sm* cos* — 

n m 

Femer ist bekanntlich der Abstand des Polyedermittelpunkts vom 

Vieleck 

2R ,2R 

cos — cot — 

m n 

A««y ^ — 

der Abstand des Yielecksmittelpunkts von der Kante: 

2R 
Ätg/5tgy — cot — 

die halbe Kante 

Ätgatg/?tgy-=« 1 

Durch Division ergiebt sich: 

2R ^ N M 

tg«»tg-; tgß 2R5 *«y= 2R . 2R 

cos — cos -7- sin — 

m In 

woraus weiter: 
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wonoB durch Snbtraction nod Addition: 



/" 



8*.rctgy2-l(!'*-Y3jjR" 



y 8»aretgV2-tgV - fsQQ»' 

y d* («re^ y2-lg-* - arctg [A^*) - a"' 



oder 

}E 

/•„ V^^t«** ±coB2i;.y2{l— t«V) 

f IJ^*"*'" • — ■- ~ — 

< \ 15' 



*""' .iii'»(5-ie'*)" 



R'l 



Integrirt man teilweise und drückt nach Gl. (28) if in 9 aas, 
I erhalt man Integrale derselben Ferm nicht nDr, sondern mit Ans- 
ihme der sechsten Formel sogar Integrale derselhen Function 
riechen neuen Grenzen. Es ergiebt sieb in derselben Reihenfolge : 

arctgVS 
y* 8»arctgy2-tgV - |r (jR+arcwj/^ (38) 

JR 
/ 8»arctgV2-tg>»-^E' (39) 

iR 

J S^BTClgya-tg-» - ~R' (40) 
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a^oarctg yi-2t«»qp - ^R» (42) 



/ 



. V6-2 
«rc tg — ^^— 





= |R(4R+arctg3^-2) (43) 

Diese Formeln lassen sich wieder unter einander und mit den 
Tongen verbinden ; man erhält aus (29) (30) (31) (38) 39) (40), indem 
wir das reelle Gesammtintervall in seine kleinsten Teile zerlegen und 
die Abkürzungen 

/ (r) -y 89>arctgy2"-=^g«^ 
<Po — garctgV2 = 0,6081734 

9i =» g arctgl/g = 0,5804308 
gebrauchen: 

/(i) -/(O) -JMR* 

m -m) = äAtR* 

Ai) -/(i) =TVffR* 

AI) -r('Pi) = i(H«-'Pi)R* 
/(vo) -/(!) = siirR* 

Avo) -/(O) = JR» 

Sei ferner 

/i (I) -y*8sParctgyi-2tgV 

dann ergiebt sich ans (32) (42), 

/j(i) -^,(0) = «R» 
/i(l-Vo)-/i(J) = ÄR* 



/i(l-9>o)-/i(0)-ÄR* 
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und ans (33) (41): 

/»(i)-/i(0)-ÄR* 
Mi)-M) " AR' 

/i(i)-A(0)-iftR« 

Auch lassen sich wie in (37) die Gl. (41) (42) durch Snbtraction nnd 
Addition verbinden. 

Ob diese Integralformeln ohne Hälfe der Vierdimensionen-Creo- 
metrie gewonnen oder bewiesen werden können^ zweifle ich. Ist e» 
der Fall, so stellt sich die weitere Frage ein, ob sie speciell in dner 
allgemeinem Formel enthalten sind. Da in dem umfassenden Ans. 
druck des Integrals (25) die bisher noch keinem Gesetz unterworfene 
Zahl p vorkommt, so steht auch die Ermittelung dieses Gesetze mit 
jener Aufgabe in Verbindung. Nimmt man das Reciprocit&tsgcsetz, 
demzufolge für jedes Polytop ein zweites existiren muss, dessen Ecken, 
Kanten, Flächen, Räume den Räumen, Flächen, Kanten, Ecken des 
ersten entsprechen , und welches sich für die 6 regelmässigen Poly- 
tope bestätigt hat, so reduciren sich die 6 Werte von p auf 4 Denn 
setzt man 

F(Z, m,n)«6p(J+^-|) 

F(3, 3, 3) c= 5 
F(4, 3, 3) = F(3, 3, 4) - 8 

F(3, 4, 3) - 9 
F(5, 3, 3) « F(3, 3, 5) « 120 

Die Yertauschbarkeit des 1. und 3. Arguments folgt apriori aus dem 
Reciprocitätsgesetze und aposteriori aus den resultirenden Zahlen. 



so hat man: 



§. 6. 

Nach dem obigen Verfahren würde ein Tetraeder als Basis V in 
24 Elementartetraeder zerlegt werden müssen. Hierdurch werden 
offenbar mehr Constanten eingeführt, als zur Bestimmung von V nötig 
sind. Wir wollen nun die Aufgabe für ein beliebiges Tetraeder ohne 
Zerlegung in Angriff nehmen. 

Wir nehmen die eine Ecke D des Tetraeders AßCD zum An- 
fang der xyz^ die z Axe normal zur Ebene ABC^ die y Aze normal 
zur Kante AB^ mithin die x Axe parallel AB, 
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Parallel ABC durch das Element S V gehe der Schnitt A*B'C\ 
parallel A^& durch dasselbe der Schnitt Ä'Bf\ Das Höhenlot 
DE « g schneide A'B'C in E\ das Höhenlot C'F schneide Ä'ß' 
in Gf, das Lot E'H in J, 

Folgende Strecken sind z proportional: 
folgende proportional CG = y+5a: 

A^Q-^ c(y + bz) ; GB" « «(y + i«) 

Es varürt zunächst x bei constanten y^ z 

von —Ä'J^JG'-Ä'Q = a« — c(y+&Ä) 
bis JJ5" « Jö 4- GB'' — a«+ «(y + 5«) 

dann y bei constantem s von —Iz bis/ar, endlich ;s von bis g. 

Die Coordinaten der Projection der Winkelspitze auf den Te- 
traederraum seien a/?)^. Zur Abkürzung setzen wird 

t? = oa — o — c(Ä»-f~/^) 

wo A wie oben den Abstand der Spitze von V bezeichnet Dann ist 
nach GL (1) der vierdehnige Winkel 

Zur Integration sei gesetzt 

y "- l^+w'tgtff 
K^tgg) 



o; = CK -|- 



cos«^ 



Die Grenzen von fp und ^ seien bezeichnet durch 901 9^1 ^"^^ ^O) ^i« 
so dass 

tgVi — -cost/^+^si"^^» tg<po '=« — costj; — £?8in^ (45) 

oder, wenn man überdies 
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u « wtgQCOBk'y e « t^psinA 

V «-ti7tg<TC08fi; — c« tg aain fi 
setzt, 

tg9i ^ tgpco8(if; — A); tgg>o «=- tg a C08(i^ — f*) 
wird. Dies eingeführt giebt: 






^ sinif^ / 3g>cosV — / (3(PiCosVi— 89»oCOsVo)sin<^| 



^n 

ein Ausdrack der die Form hat: 



wo 



ä/|«I>,-<D. 



^ rg>i+8ing>,cosg>i . /V « . ]*=*» 

<I>i « r^^^-^ -^ ^sm ^ — / 8(jPi cos Vi sin ^ 

<^o "= ^^^^-^ — 2 sin tj; — / 8<PoCosVo sin tf; _ 

Ans Gl. (45) lässt sich entwickeln: 

^ ^ sin A tg y I ± cos A V tg^g - tg V^ 

woraus : 

J 8(jp, cos«(jPiSint|> « l^sinVi ± ^y Scjp, cos^i Vtg^g— tg V, 

sing}|COS<Pi/ . — cosA,/— 5 r-^r-\ 

= -^'2 (^sin tp + -^ y tgV - tg Vi J 

± ^y 8g>iCosViytg»p— tgVi 
und nach Einführung und leichten Reductionen: 

jr. r<Pl . , COSA /sinoPi /-r-s r-=— 

*i = 1 2 «"* ± üTp (2 ^"" * - "" '^' 

— / S^JiCosViVsin^p — sin Vi) _ 

oder, wenn sin ^j = sin ^ sin %, 

^ <p^sintftIpycosAsing ^V^=^o 
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^^ 1 

- coB»e tg» ?ii ~ cos e tg(«f — i) 

[>fifinii«arctg 



e gemeinsamen Coefficienten , §o 
i erhalt dftDD: 

^ Jf cos laiD f ± iVcOB {U Bio 
tgtfCOB{<(i, — (l)] 

;tg (-coaip, — csini/i, 1 



i.y(/.-w+.' 

gffCOBCto — »»)] 
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C08p8in(i|>o— ^i) 



C08()(tglPo-tg1^^)(l+tgn) 

(l+tgAtgt^o)(l+tgAtgt/;i)+co8«p{tgt^o--tgA)(tg^i-tgi) 

COfkQ{b-{'f)zw{u^-\'€hjo*) 
"" w\u--e{bz+ß)Ju+t(fz-^ß)l., 

— C08«^[u(&«+i3)4-eiü«][ti(/«-/J)— «M?«] 
(&+/)»(ti«-|-c2irVu«+(e«+l)^ 



[u«+(««+l)tr«](aa-.a)[a-f«(&+/>-«l... 

— [tt(ft»+j3)4.«tr^[tl(/«— /?)— «IT«] 

analog tgi^, wo für u, v, ur noch die Werte zu setzen sind Dann 
lautet der Ausdruck: 



h r iz ( /g— g 



^'"^^{(a3a-«,)«+(eH-i)[(«~y)'+Ä^]}(«*-«)(«i^-«)... 



-{(v~c^)(^«+ft~^(«-y)H-Ä^j{(a^--oo)(r;^-ft+«[(«-y)HÄ«Ji} 

wo 

Oj -■ a-f-ei; o^ = a — c6 

Von dieser allgemeinen Formel machen wir zunächst Anwendung 
auf den Fall eines regelmässigen Tetraeders v; in dessen Mittel- 
punkt überdies die Projection der Spitze des Winkels W fällt. Hier 
ist, die Kante » 1 gesetzt, 
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. = 0i ß-O; , = 1|/?, » = |/| 

Ferner ist hier der Aosdrack (46) für JP vorzuziehen, da heide Teile 
einander gleich werden. Ansserdem follen der 2. nod 3. Term zu- 
sammen, da M= — N, and die Coefficienten beider gleich Bind. So 
findet man: 

W=h I 

1 , y3.. 2 V3.y9.'-4V 6 ..+3+8A- I 



kl' 



oder nach Sabstittmon von 
168. 



^=\fl^4 



+2+1" ye."— Si+s+w 



\'"\i^-^+Z+W+""* 4.--8.+3+W 1 

Data nnr das obere Zeichen möglich ist, ist xn ersehen, weil der 
zweite Teil gröBser ist als der erste. Addirt man die beiden Areas, 
so kommt: 



"--'/, 



y (4. - 3)' + 24A' Vfoi-fe + a+M' ' 

„,te V- [4— 3)' + 2« -_ 

"«« 81'+3- 8. ySTZsT+S+äT« 



2R znm Arcus zu addiren. 
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Die Grösse dieses Winkels ist bekannt, wenn er der Centriwinkel 
eines regelmässigen Polytops ist, der auf einer Seite desselben steht 
Nun giebt es (s. p. 42.) 3 regelmässige Polytope, die bzhw. toü 5, 
16, 600 Tetraedern begrenzt sind, nnd zwar sind die Abstände d^ 
Mittelpunkts von den Tetraederräumen bzhw. 

_ _i_ 1_ V54-2 
2V10' 2V2' 2V2 

Die ganze Vierdehnung, d. i. die Summe aller Winkel um einen Punkt 
herum, ist (nach T. LXVI. p. 203) « 8R*. Setzt man die 3 Werte 
von h in 61. (48) ein, so erhält man: (49) 



/ 



8z z _ y/b.» 10z*— 15«+6 

10z»-15z+6 Vi5z='-20z+8 *'"*' ^ 2-5» yi5z»-20z+8 ^ ^ 



P 8z « _z_ 4z»-6z-f3 _ 

./ 4z'«-6z+3 y3i»-4z+2 ^* l-2z Viz*-4M-\-2 ~ * 



./ 4z«- 



X 



6z+9+3y5 y3z»-4z+6+2V5 

u 

4g-6 .+9+3V5 V5~2 

^^^ 3+y 5-2* y3.«-4.+6+2y 5 "" 75 

Entwickelt man die Bestimmungsstücke des allgemeinen TetoL- 
eders aus dem Schnitt eines mit 4 Parametern variirenden Banmes 
und eines festen vierdehnigen Winkels W und setzt sie in Gl. (47) 
ein, so erhält man einen Ausdruck in 3 bestimmten Integralen, deren 
Summe dann gegen die 4 Parameter constant sein muss. 

Auch bei unverändertem Schnitt kann man Transformationen aus 
Gl. (47) erhalten, indem man nur die Ecken des Tetraeders ver- 
tauscht Beides will ich hier nur andeuten und komme vielleicht 
später darauf zurück. 
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xvm. 

Ueber das Kubiren und Kubikwurzelausziehen 

nach Homer's Methode. 

Von 

Herrn Moriz Rusch 

in Wien. 



Wohl auf keiuem Gebiete menschlicher Tätigkeit wird eine neue 
Methode, ein neues Lehrverfahren mit soviel Vorurteil empfangen, 
als auf dem des Unterrichtes. Die Erklärung dieser Tatsache ist 
nicht schwer: ein Lehrer hat jahrelang nach seiner Weise unter- 
richtet, sich in diese ganz hineingelebt, schöne Resultate damit erzielt 
und nun soll er oiuen gauz neueo Weg einschlagen, soll Altes, ihm 
Geläufiges dem erst zu Erlernenden opfern. Da prüft er denn das 
Neue nicht einmal gründlich, sondern geht ruhig den bisher gewohn- 
ten Weg weiter. Die jüngeren Lehrkräfte folgen im Grossen und 
Ganzen derselben Methode, nach der sie unterrichtet wurden, um so 
mehr, da ihnen au der Hochschule, wo zumeist nur die höheren 
Disciplinen gepflegt werden, ein eingehendes, wissenschaftlich ver- 
tieftes Studium der niedorn Mathematik nicht geboten wurde. So 
bricht sich denn nur sehr langsam eine neue Ansicht Bahn. Wie 
gross die Scheu vor dem Neuen ist, zeigt sich z. B. auch darin, dass 
noch immer die allgemeine Anwendung des metrischen Masses in 
sonst trefflichen Lehrbüchern der Geographie nicht durchgedrungen 
ist Und diese Scheu ist desto schwerer zu überwinden, wenn das 
alt Gebrauchte nicht eben schlecht, das Neue wenigstens auf den 
ersten oberflächlichen Blick, sich nicht von vornherein als entschieden 
besser empfiehlt. 
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Dieses Vorurteil gegen das Neue mag wol aach der Hauptgrund 
sein, weshalb die so schöne Homerische Methode des Kubirens und 
Kabikwurzelansziehens trotz ihrer grossen Vorzüge bis jetzt so wenig 
Anhänger und so geringe Anwendung im Mittelschulunterrichte ^ 
gefunden hat 

Zweck dieser Zeilen soll nun sein, dieser Methode, die schon 
1819 von Homer in „philosophical transactions. London." gleich- 
zeitig mit seiner leider auch zu wenig bekannten Methode zur Auf- 
findung der reellen Wurzeln höherer numerischer Gleichungen be- 
kannt gegeben wurde, das Wort zu reden. 

Die Vorzüge dieser Methode vor der gewöhnlich gebränchlichoi 
lassen sich wol in folgende Punkte zusammenfassen: 

1. Alle Operationen schreiten in einem ununterbrochenen Zuge 
fort, so dass nicht jede Arbeit bei der folgenden Stufe neu gemacht 
werden muss, wie dies bei der Bildung des 3£Bu;hen Quadrates nach 
der gewöhnlich gebräuchlichen Methode nötig ist 

2. Man rechnet nach ihr sicherer und kürzer-, sie ist somit 
praktischer. 

3. empfiehlt sie sich der Ordnung und Uebersichtlichkeit der 
darnach ausgeführten Rechnung wegen. 

4. Das abgekürzte Eubiren und Eubikwurzelausziehen gestaltet 
sich nach dieser Methode besonders einfach und lässt ohne vorher- 
gegangene theoretische Untersuchungen und ohne alle Complication 
der Rechnung eine grössere Grenauigkeit zu. 

5. begreift der Schüler diese Methode ebenso leicht als die ge- 
wöhnlich gebräuchliche und erhält dabei, besonders beim abgekfinten 
Verfahren, eine grössere Anregung zum Denken. 

Jeder, der unbefangen an diese Methode, die im folgenden ent- 
wickelt werden soll, herantritt, wird gewiss mit vorstehenden Punkten 
einverstanden sein, besonders, wenn er es sich nicht der Mühe ver- 
driessen lässt, einige Beispiele nach dieser und auch nach der sonst 
üblichen wirklich durchzuführen. Nur der letzte Punkt wird vielldcht 
einiges Bedenken erregen, aber auch dieses sofort schwinden, wenn 
der Versuch gemacht ist. Schreiber dieses hatte selbst, so sehr ihm 
die Methode auch von vomherein pefiel, grosse Scheu, sie im Unter- 
richte zu verwenden, bis er den Versuch wirklich wagte und sich so 
durch die Erfahrang von der Richtigkeit des unter 5. Angeführten 
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Oberzeogte. Aber nicht die eigne Erfahrnng allein, vielmehr die Er- 
fahrang anderer bewährter Lehrer — so wird an der k. k. Staats- 
Oberrealschnle im in. Bezirke Wiens seit fast 30 Jahren nnr nach 
dieser Methode unterrichtet und wurden damit schöne Erfolge erzielt 
— sind dem Schreiber dieses eine Gewähr für seine Behauptung. 

Die Homer'sche Methode wurde zuerst von Dr. Schulz v. Strass- 
nitzky, w. Professor am k. k. polytechnischen Institute in Wien, in 
seinem Buche: „Neue Methode zur Auffindung der reellen Wurzeln 
höherer numerischer Gleichungen und zur Auffindung der dritten und 
höheren Wurzeln aus bestimmten Zahlen. Wien 1842'^ in deutscher 
Sprache bekannt gegeben und auch in sein „Lehrbuch der Arithmetik 
ftLr Practiker. Wien 1844'^ von ihm aufgenommen. Leider fand dieses 
viel Wertvolles enthaltende Buch seiner zu grossen Breite und Aus- 
führlichkeit wegen nicht die verdiente Verbreitung und somit auch 
die Horner'sche Methode nur wenige Freunde. Der k. Rath Prof. 
Dr. Zampieri, durch langjährige Erfahrung von der Trefflichkeit die- 
ser Methode überzeugt, nahm sie zwar in die von ihm edirte Aus- 
gabe des ,4^hrbuchs der Elementarmathematik für Oberrealschulen 
von Salomon. 3. Auflage. Wien 1865'^ auf, aber schon in der 
nächsten Auflage dieses Buches, die von Prof. Sevcik besorgt wurde, 
trat wieder das alte Verfahren an Stelle des neuen. Erst in jüngster 
Zeit wurde sie von Prof. Haberl in sein „Lehrbuch der allgemeinen 
Arithmetik und Algebra. 3. Auflage. Wien 1880^^ und von Prof. 
Glöser in seine „Grundzüge der allgemeinen Arithmetik für die 
3. Klassen oestr. Mittelschulen. Wien 1880'^ aufgenommen. 

Um nun der in Rede stehenden Methode eine weitere Verbreitung 
und grösseren Eingang im Unterrichte als dies bis jetzt der Fall war, 
zu verschaffen und zur Rechtfertigung der oben citirten Vorzüge der- 
selben, glaubt der Verfasser dieses Aufsatzes, ehe er zur Vergleichung 
der erwähnten Methode mit der sonst üblichen schreitet, eine Dar- 
stellung derselben voranschicken zu sollen, wobei er sich an den von 
Prof. Dr. Schulz v. Strassnitzky eingeschlagenen Weg zu halten gedenkt 

Bekanntlich ist: 

(a+b)^ « a» f 3a%+3ad«+i», 

oder wenn b als Factor herausgehoben wird: 

(a+b)^ - a^+{3a^+i3a+b)by,, 

d. h. man findet den Kubus eines Binoms, wenn man zu dem Sfachen 
des ersten Teiles den zweiten Teil addirt, die Summe mit dem zwei- 
ten Teile multiplicirt, das Prodnct zu dem 3fachen Quadrate des 
ersten T-eiles addirt, die Summe abermals mit dem zweiten Teile 
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multiplicirt und schliesslich dieses Produ(*t zu dem Kahns d^ ersten 
Teiles addirt, oder in schematischer Darstellung: 

I. n. m. 

a» 3a« 3a 

[ßa*+(3a+b)b]b {3a+b)b b 



(a+6)» 3at-f(3a + 6)6 3a+ft 

Wir sehen, die ganze Rechnung gliedert sich in 3 Columnen, tob 
denen die erste mit dem Kahns, die zweite mit dem 3fachen Quadrate, 
die dritte mit dem 3fachcn des ersten Teiles beginnt. Zur dritten 
Colamne addirt man den zweiten Teil, multiplicirt die Sunune mit 
diesem, schreibt das Product gleich in die zweite Colamne, addirt, 
multiplicirt die Summe abermals mit dem zweiten Teile, schreibt das 
Product in die erste Columne und addirt. Die Samme ist der ver- 
langte Kubus. 

Wie diese Regel sich direct auf das Kabiren dekadischer Zahlen 
anwenden lässt, ist leicht einzusehen. 

1) Es sei der Kubas von 49 zu bilden. Wir setzen a -» 40, 
6 » 9 und erhalten: 



2) 



I. 




U. 


nr. 


64000 




4800 


120 


53649 




1161 
5961 


9 


117649 


129 




(49) 


8 «= 117649. 




(87)3 « ? 


a ' 


= 80, 


6=7 


I. 




Tl. 


ITT. 


512... 




192.. 


247 


146503 




1729 




658503 


20929 






(87) 


8 = 658503. 





Die Nullen wurden nur durch Punkte markirt und in lU. die Addi- 
tion gleich ausgeführt. 

Um dasselbe Verfahren für das Kubiron mehrziffriger Zahlen 
anwenden zu können, setzen wir in obiger Formel statt a a-f-J und 
statt b <?, dann wird: 

(a-f 54-c)3 « (a-f 6)3+ {3(a-f 6)2+[3(a + Ä) + c>}c 

oder in schematischer Darstellung: 



•v 
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I. IL UI. 



(a+Ä)* bildet man auf obige Weise. 

Um 3(a+&)* zu erhalten, was bei der gewöhnlichen Kubirungsmethode 
immer von Anfang an zu geschehen hat, ist weiter nichts notwendig 
als in der Entwicklung für {a-{-b)^ zu den beiden letzten Posten der 
Mittelcolumne b^ zu addiren, denn man hat: 

[(3€»-H)*]+[(3a+ft)H-3o^+** = 3aH-*H-3aH-^H-3a^+&* 

« 3(a«+2aÄ+6») = 3(a+&)2. 

Die ganze Entwicklung von («4"*+^)' lässt sich demnach in fol- 
gendes Schema bringen: 

L n. m. 

o» 3a» 3a 

ß\h ( «,5 b 

ß^ 



(o+H-. 





3a-|-Ä = «1 
3(a-f6) 


3(a+5)» 


c 


o^c 


3(a4-6)+<? — a 



3(a+6)»^_«^«^, 

Die Klammer in der Mittelcolumne zeigt an, dass diese 3 Posten zu 
addiren sind, um 3(a-|-^)^ zu erhalten. 

1) Es sei der Kubus von 792 zu bilden. 

a = 700 &=90 c==2 

Zunächst bilde man a\ 3a' und 3a, welche Zahlen die 3 Co- 
lumnen eröffnen, addire zu 3a das &, multiplicire die Summe mit ^, 
schreibe das Product in die zweite Columne, addire und multiplicire 
abermals mit b. Das Product schreibe man in die erste Columne. 



Man erh&lt: 






343000000 


1470000 


2100 


150039000 


197100 


90 



1667100 2190 



T 
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Nun addire man za den 2 letzten Posten der MittelcoliiiDiie 
&8 « 90« ==. 8100 und bilde das 3fache von (a+b) d. L von 790; 
addire zu letzterem die nun in Rechnung kommende Ziffer der Wur- 
zel <; =» 2, multiplicire die Summe mit 2, addire das Product zu dem 
letzten Posten der Mittelcolumne d. i zu 3(a-f-^)^ multijdicire die 
Summe abermals mit c = 2 und addire schliesslich zu den Zahlen 
der ersten Columne. Es wird: 



I. 



n. 



m. 



343000000 
150039000 


1470000 
197100 j 


2100 
90 


3754088 


1667100 1 
8100 ) 


2190 


496793088 


2370 




1872300 
4744 


2 
2372 



1877044 

Bei Berttcksichtigung des Stellenwertes der einzelnen iOffem — 
der ja beim Rechnen nie ausser Acht gelassen werden sollte — er- 
giebt sich leicht, dass in der Mittelcolumne jedes neue Product um 2, 
in der Hauptcolumne um 3 Stellen herausgeschrieben werden muss 
und in der 3. Columne die Addition der neu hinzutretenden Ziffer 
der Wurzel dadurch geschieht, dass man sie einfach neben das Drei- 
fache schreibt. Die ganze Rechnung gestaltet sich also folgender- 



219 
2372 



massen: 

343 
150039 


147 
1971 \ 


3754088 


16671 |. 


496793088 


81 ' 




18723 
4744 



1877044 



Es ist leicht einzusehen, dass dieses Verfahren auch fOr mehr 
als dreiflfrige Zahlen dasselbe bleibt, da man, um das 3fache Quadrat 
des schon in Rechnung gezogenen Teiles der zu kubirenden Zahl zu 
bilden, immer nur das Quadrat der zuletzt benützten Ziffer zu den 
beiden letzten Posten der Mittelcolumne zu addiren hat Z. B. es 
soll der Kubus von 7964 entwickelt werden. 



343 

150039 

11319336 
760721344 
505119057344 
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1900848 
95536 



(7964)» — 506119057344 

"Wir wollen non zum besseron Vergleich mit der flblichen Me- 
thode, dasselbe Beispiel nach dieser rechnen. 



1701 
729 




1701 
79X108 



633616X12 
1267232 



Es ist wol nicht nötig, erst noch dio Frage aufzawerfen, welche 
von den beiden Methoden kttrzer, sicherer, praktischer ist; welche 
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der beiden Bechnongen geordneter und übersichtlicher erscheint 
Aber auch dann, wenn wir bei der gewöhnlichen Art des Knbirens 
alle Rechnungsvorteüe, die man übrigens von eioem SchtÜer kaum 
noch verlangen darf, anwenden, stellt sich der Vorteil anf Seite der 
Homerischen Methode, wie sich durch den Vergleich ergiebt: 

(7964)» = ? 

343 49 X 27 81 X 21 

1323 126 237 X 36 

1701 81 



729 
112338 



711 

6241 X 18 1422 



8532 ^^^ 2388 X 16 

216 ^ 



7603392 633616 X 12 

38208 
64 



505119057344 



Es sind hier die Producte aus a* und Sb gleich im Kopfe ent- 
wickelt, an die entsprechende Stelle der Hauptcolumne geschrieben 
und das a^ ist im fortlaufenden Zuge zur Bildung des (a-f-^)^ etc. 
benutzt worden, und trotz alledem hat man nur um eine Ziffer we- 
niger geschrieben als bei der nach Homer ausgeführten Rechnung. 
Wieviel Zeit ist aber verloren gegangen, wieviel Fehlerquellen sind 
durch diese Künsteleien zugewachsen! 

Aber noch deutlicher zeigen sich die Vorteile dieser Methode, 
wenn es sich darum handelt, einen Kubus, etwa jenen einer irratio- 
nalen Zahl nur bis zu einem bestimmten Grade der Genauigkeit ab- 
gekürzt zu entwickeln, wie dies an folgendem Beispiel erörtert wer- 
den soll. 

£s sei der Kubus der irrationalen Zahl n — 3*1415926 . . . etwa 
bis zur 5. Decimalstelle genau zu entwickeln. 

Man wird hier wie bei jeder abgekürzten Rechnung der Geuauig* 
keit wegen um eine Decimale mehr als unmittelbar verlangt wird, 
rechnen ; in diesem Falle somit das Resultat der Rechnung in 6 Dc- 
cimalen entwickeln. 

Man wird nach dem oben beschriebenen Verfahren die Rechnung 
zunächst so weit führen bis man in der Hauptcolumne bei der 6. De- 
cimalstelle angelangt ist; wobei man jedoch die Rechnung mit der 
zuletzt in Anspmch genommenen Ziffer der Wurzel ganz zu Ende 
führt, d. h. auch ihr Quadrat zu den zwei letzten Posten der Mittel- 
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columne addirt uad das 3fache des bereits bcrUckaichtigten Teiles 
der Wnrzel bildet. Sonacfa baben wir; 



b3 


- (31415926535 ....)' 


J7- 


27' 


2-791 


0-91 


1168144 


27-91 




1 




28-83 




0-3736] 




29-2036} 




16* 



29-5788 
Von uoD an wird die Abkfirzang eingeleitet Dabei ist stets 
daranf zn achten, dass sich die Genauigkeit der BecbonDgeresaltate 
iu der zweiten Colnmue nach jener des Resnltates in der Hanpt- 
colnmne, und die Genauigkeit in der letzten Colnnme (bei welcher 
stets die Rechnung beginnt) nach jener der KesultAte in der Mittel- 
columno richten mnss. Die Genauigkeit des Resultates in der Haupt- 
uolamne bleibt wäbrend der ganzen Rechnung stets unverAndurt, so 
erstreckt sieb dieselbe in unserem Falle stets bis zur 6. Decimale; 
aber die Genauigkeiten in deu beiden anderen Columncn ändern sich 
stets beim Uebergaoge von einer Ziffer der Würzet auf die unmittol- 
taar folgende. 

In dem vorliegenden Falle kommen wir nun zur dritten Decimate 
der Wurzel, d. i, za 0001. Da die 3. Deciniale, das sind die Tau- 
sendtel wieder mit Tansendtel multiplicirt werden mtlssen, um die 
6. Dßcimale zu liefern, so folgt, dass wir bei der Recbnuug mit 0001 
in der Mittelcolnmno nur die dritte, der Correctnr wegen die 4- De- 
cimale und demzufolge in der letzten Colamne nur die erste, der 
Correctnr wegen die '2. Decimale benötigen, weshalb wir in der 
3. Colnmne 0001 nicht weiter einzuzahlen haben. Sonach stellt sich 
die Rechnung folgondermassen dar: 

27- 

2-791 
1-168144 



K 
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Zum Zwecke der weiteren RechnoDg wäre Dun das Quadrat von 
0001 zu den beiden letzten Posten der Mittelcolumne hinzuzufügen; 
allein dies Quadrat hat nur einen Einfluss hier auf die 6. Decimaie 
und im Allgemeinen höchstens auf die 5. Decimaie der MittelcolnmDe, 
von welcher aber schon jetzt nur die vier ersten Decimalen in An- 
spruch genommen wurden, woraus folgt, dass zur weiteren Bechnimg 
nicht einmal diese Genauigkeit erforderlich sein wird; wir daher in 
der Mittelcolumne nur die 2 letzten Posten zu addiren haben. (Den 
dritten hier entfallenden Posten wollen wir hier durch einen Pnnkt 
markiren.) Auch die Bildimg des 3fachen des bereits in An^mch 
genommenen Teiles der Wurzel ist nicht weiter notwendig, da nur 
noch die höchsten Ziffern dieser Columne benötigt werden und diese 
unverändert bleiben. 

Wir gehen nun zur nächsten Ziffer der Wurzel, d. i. 00005 über. 
Diese Ziffer erheischt als 4. Decimaie mit gehöriger Rücksicht auf 
die Corrcctur in der Mittelcolumne eine Genauigkeit von 3 Decimalen, 
somit in der letzten Columne ebenfalls mit Rücksicht auf die Cor- 
rectur nur eine Genauigkeit, welche bis zu den Einsern reicht. Wir 
erhalten : 

9-1 



9-34 



27- 

2-791 


27- 
0-91 \ 


1-168144 
29588 
14801 


27-91 / 
l) 


28-83 
0-3736 ) 




29-2036 ( 
16' 




29-5788 




29-5882 j 




29-597 
5 



942 



29-602 

Da das Quadrat von 00005 keinen Einfluss mehr auf die noch in 
Anwendung kommenden Ziffern der Mittelcolumne besitzt, haben wir 
wieder nur die beiden letzten Posten der Mittelcolumne zu addiren; 
natürlich entfällt auch die Neubildung der 3. Columne. Die jetzt in 
Rechnung kommende Ziffer der Wurzel 0*00009 erfordert in der 
Mittelcolumne nur mehr eine Genauigkeit von 2 Decimalen, in der 
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letzten Columne eine, welche bis zu den Handerten reicht. Es hat 
somit diese Columne gar keinen Einflnss mehr auf die weitere 
Bechnung. 

Schon an dieser Stelle zeigt sich, dass sich nur noch die zur 
Ck>rrectur nötige Ziffer der Mittelcolumne ändert, die andern Ziffern 
aber unverändert bleiben; dies wird um so mehr der Fall sein bei 
Anwendung der weiteren Decimalen der Wurzel; das Kubiren wird 
somit in eine abgekürzte Multiplication übergehen. 

Die ganze Rechnung stellt sich demnach folgendermassen: 

(31415926535 ...)»—? 

27- 27* 91 

2-791 0-91 



1168144 

29588 

14801 

2665 



27-91 
1 



28-83 
59 0-3736 

17 292036 

1 16 



9-34 



9-42 



31-006275 29-5788 

94 



29-5882 

• 

29-597 
5 

29-602( 

I 

29-61 



So recht auffällig wird der Vorteil auf diese Art zu rechnen 
beim Kubiren eines periodischen Decimalbruches, wobei auf sehr 
einfache und kurze Wei^e eine Genauigkeit erzielt werden kann, die 
weit alle praktischen Bedtlrfnisse übersteigt. 

So sei z. B. der Kubus von 0*75367 . . . , wobei 367 die Periode 
ist, bis auf 9 Decimalen, der Genauigkeit wegen also auf 10 Deci- 
malen zu entwickeln. 

Da 0753 im Kubus 9, 0-7536 aber schon 12 Decimalen gibt, so 
entwickle man zunächst den Kubus von 0*753 ohne alle Abkürzung 
und führe auch die Rechnung mit 0003 ganz zu Ende. Also: 



802 
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0-343 

78875 
5082777 



1-47 
01075) 

15775J 
25) 

1-6875 
6759 1 

1-694259 
91 

1-701027 



2-15 



2-253 



2-259 



Nun kommt die 4. Decimale der Wurzel, d. i. 0*0006 in Rech- 
nung. Da die 4. Decimale, das sind die Zehntausendtel, mit der 6^ 
das sind die Milliontel, multiplicirt werden müssen, um die 10. De- 
cimale zu liefern, so wird sich die Genauigkeit in der Mittelcolonme 
auf 6 und der Correctur wegen auf 7 Decimalen erstrecken, somit 
in der 3. Columne auf 3, der Correctur wegen auf 4. Man wird da- 
her 00006 noch in der letzten Columne einzählen, aher bei der wei- 
teren Rechnung nur als Correcturziffer benutzen. 

Von da au wird nun in derselben Weise, wie dies am vorigen 
Beispiele gezeigt wurde, abgekürzt weiter gerechnet, wobei natürlich 
die Periodenziffern der Wurzel so weit fortgesetzt werden, als durch 
ihre Multiplication mit der Mittelcolumue sich noch ein Einfloss auf 
die Hauptcolumne ergibt Im vorliegenden Falle hat die höchste 
Ziffer der Mittelcolumue den Stellenwert der Einser, mithin wird 
noch die 11. Decimale der Wurzel in Rechnung gezogen werden müs- 
sen, da diese noch den Einfluss der Correctur auf die 10. Decimale 
der Hauptcolumne hat 



Wir erhalten: 



0-343 

78875 

5082777 

10213697 

1192728 

51122 

10224 

1193 

51 

10 

1 

0-4281046796 



(0-753673673673 . .)3 = ? 

1-47 
0-1075 | 

1-5775) 
251 

1-6875 
6759/ 



215 



2-253 



1-694259^ 

1.701027 
13558 1 

1-7023828 

1-703739 
1581 



2-2596 



22608 



l-703897> 

1-70406 
1 

1-70407 



\ 
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Hat man einen anvollständigen Decimalbruch zu kubiren, so er- 
gibt sich die Genauigkeit, mit welcher der Kubus berechnet werden 
kann, ohne weitere theoretische Untersuchungen von selbst. 

Es sei der Kubus von 81536237 zu entwickeln. Wir bilden 

wie gewöhnlich a', 3a* und 3a d. i. 

512 .. . 192 . . 24 

und bestimmen nun den Grad der Genauigkeit des Kubus. Die letzte 
bekannte Ziffer der Wurzel darf, wie auch bei der abgekürzten Mul- 
tiplication auf das Endresultat nur den Einfluss der Correctur haben, 
somit wird die vorletzte Zitier der Wurzel d. i 000003 multiplicirt 
mit der höchsten Ziffer der Mittelcolnmne, • deren Stellenwert sich 
nicht mehr ändert, die Genauigkeit des Resultates in der Haupt- 
columne bestimmen. Im vorliegenden Falle hat die höchste Ziffer 
der Mittelcplumne den Stellenwert der Zehntausender. Zehntausender 
multiplicirt mit Hunderttansendteln geben Zehntel ; wir können daher 
den Kubus nur mit einer bis zu den Zehnteln reichenden Genauigkeit 
entwickeln. Der übrige Gang der Rechnung bleibt derselbe wie in 
den früheren Beispielen. Also: 

(81*536237 ...)»=? 

241 



512... 
19441 . 


192.. 
241) 


9902-4 
5980 
119*6 


19441? 


JLXif \ß 

4-0 
0-6 


19683 
121*8 j 


Ol 


19804*8 1 


542065-7 


V 




19927 
'1 




19934 j 



243*5 



244*5 



1994 



Dass diese Art des Kubirens wirklich die eingangs erwähnten 
Vorzüge besitzt, wird wohl niemand bezweifeln, wohl aber werden 
manche, die vielleicht auch zugeben, dass die Methode an und für 
sich dem Schüler nicht mehr Schwierigkeiten bietet als die gewöhn- 
liche, dies für das abgekürzte Verfahren bestreiten. Allerdings scheint 
es, dass das Bestimmen der jedesmaligen Genauigkeit dem Schüler 
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viele Schwierigkeiten bereitet und dadurch viel Zeit vergeudet wird. 
Das wird auch wirklich der Fall sein bei Schülern, die das abgekürzte 
Moltipliciren and Dividiren nur schablonenmässig gelernt haben, bei 
Schülern, die nie im Bestimmen des Stellenwertes geübt worden sind. 
Diese Bestimmung des Stelleuwertes eines Productes oder eines Quo- 
tienten erst jetzt einüben zu wollen, wäre freilich zu spät und nicht 
am Platze, auf diese nimmt aber ein rationeller Unterricht gleidi 
beim Beginn des Rechnens mit Decimalen die gehörige Rücksicht 

Will sich aber jemand absolut nicht dazu verstehen, Regeln so 
viel als möglich zu vermeiden, so kann er ja auch dieses Y&chhren 
in Regeln kleiden, die sich wol auch nicht complicirt gestalten wür- 
den. Etwa auf folgende Weise: 

Man rechne auf gewöhnliche Weise bis die Hauptcolomne die 
verlangte Grenauigkeit hat, bestimme die für die nächste Ziffer der 
Wurzel erforderliche Genauigkeit der zweiten und letzten Colomne 
und streiche bei Inanspruchnahme einer neuen Ziffer der Wurzel in 
der Mittelcolumne eine, in der letzten Columne zwei Stellen ab und 
benütze die abgestrichene Ziffer zur Correctur. 

Hält aber vielleicht der eine oder der andere die Methode an 
und für sich für zu schwierig, so kann er die Schüler schon beim 
Quadriren darauf vorbereiten und sie an die Schreibweise in Columnen 
gewöhnen. Andeutungsweise wäre dabei folgendermassen zu verfiahren: 

(a+&)« ^ a^^2ab+b^ = a«-f(2a-f ft)ft 

Z. B. 1) (69)« - ? 

L 

2o-f.ft « 129 



a — 60 


a«=-36.. 




&- 9 


i2a+b)b — 1161 






(o+ft)« - 4761 




2) (347)«=-? 








9.. 


64 




256.. 


687 




4809 






120409 




3) (0-274836)« 


«= ? (5 D. genau) 






0-04.... 


0-47 




329 


0-544 




2176 


0-5498 




439 






' 16 






3 





0-075534 
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Wer bis dahin diese Methode des Kubirens aufmerksam verfolgt 
hat, wird wol zugeben, dass sich dieselbe für das Ausziehen der 
Kubikwurzel vorzüglich eignet. ' 

Wir wollen dies an einigen Beispielen zeigen. 

1) Es sei die Kubikwurzel von 247673152 zu bestimmen. 

Man verfahre ganz so wie bei der gewöhnlich üblichen Methode 
bis die zweite Ziffer der Wurzel bestimmt ist Sobald diese gefunden, 
hätte man die drei Glieder 3a% Sab^ und b^ zu bilden und deren 
Summe vom Radicaudcn abzuziehen. Nach Horner geschieht nun 
die Bildung dieser Summe genau so wie beim Kubiren in fortlaufen- 
dem Zuge, nicht indem man wie sonst jedes Glied einzeln berechnet 
Man schreibt wieder das 3fache Quadrat der ersten Ziffer der Wurzel 
in eine, das Dreifache derselben Ziffer in eine zweite Columne, addirt 
zu letzterem die zweite gefundene Ziffer der Wurzel, multiplicirt die 
Summe mit dieser Ziffer, schreibt das Product gleich unter das 3fache 
Quadrat, addirt und multiplicirt abermals die Summe mit der zweiten 
Wurzelziffer. Das Product repräsentirt, wie schon vom Kubiren her 
bekannt, die Summe der 3 zu bildenden Glieder; man zieht es vom 
Radicanden ab und setzt zum Reste die nächste Classe. Mithin 
erhalten wir: 



B 



y247 
216 



673 



152 « 62 

108 . . 182 

364 



31 673 

9 345 11164 

Um die nächste Ziffer der Wurzel zu finden, hat man wie be- 
kannt, die erhaltene Restzahl durch das 3fache Quadrat des bereits 
gefundenen Teiles der Wurzel zu dividiren. Die Bildung dieses 3- 
fachen Quadrates gestaltet sich bei dieser Methode, wie schon beim 
Kubiren erörtert wurde, sehr einfach, man hat nämlich nur das 
Quadrat der zuletzt gefundenen Ziffer der Wurzel zu den beiden 
letzten Posten der Mittelcolumne zu addiren. 

Nun könnte man die Division ausführen. Es ist jedoch angezeigt 
früher noch das Dreifache des gefundenen Teiles der Wurzel zu bil- 
den, was in die letzte Columne zu schreiben ist, damit die Rechnung 
mit der zuletzt gefundenen Ziffer vollständig beendet sei und man 
sofort nach Auffindung der nächsten Ziffer zur Rechnung mit der- 
selben schreiten kann. Dann dividire man und verfahre mit dem 
Quotienten, das ist mit der nächsten Ziffer der Wurzel genau in der 
angegebenen Weise. Somit erhalten wir: 

Ten IiXVU. 20 
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y247 
216 



673 



152 = 628 



108 182 

364\ 



11164[ 
31 673 4) 1868 

9 345 152 



11532 

14944 



1168144 



2) So ergibt sich die V0'048507321013 nach dem eben beschrie- 
benen Verfahren in folgender Weise: 



V0D48 507 
27 



321 



013 = 0*3647 



0-27 0-96 

576 



21507 
1 851 321 0-3276; 

278 777023 36) 1*084 



0-3888 

4336 



10927 



0-393136> 
16) 

0*397488 
76489 

0-39825289 

Da bekanntlich das Ausziehen der Knbikwnrzel gerade eo wie 
das der Quadratwurzel als Division aufgefasst werden kann, bei 
welcher sich aber der Divisor bei jeder neuen Ziffer der Wurzel 
ändert, so kann man, falls die Kubikwurzel nur in einer bestimmten 
Genauigkeit zu berechnen ist, ebenso das abgekürzte Verfahren in 
Anwendung bringen wie bei der Division, wenn man nur die Aende- 
rungen des Divisors gehörig berücksichtigt 

• 

1. £s sei z. B. V332'156885 in 5 Decimalen zu entwickeln. 

Der Grenauigkeit wegen wird man natürlich 6 Decimalen rechnen. 

Zunächst handelt es sich wie bei jeder abgekürzten Division um 
Bestimmung des abgekürzten Dividends. Die Genauigkeit des Divi- 
dends ist abhändig von dem Stellenwert der höchsten Ziffer des Di- 
visors d. i. des dreifachen Quadrates der ersten Ziffer der Wurzel. 
Die erste Ziffer der Wurzel ist hier 7 und hat den Stellenwert der 
Einser, das dreifache Quadrat davon ist 147; die höchste Ziffer des 
Divisors hat somit den Stellenwert der Hunderter. Dieser Stellen- 
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wert ändert sich während der Rechnung nicht mehr. Um nun bei 
der Division durch Hunderter im Quotienten zur 6. Decimalo zu 
gelangen, muss der Dividend 4 Decimalen erbalten. Wir werden 
somit vom Radicanden nur 4 Decimalen in Rechnung zu ziehen haben 
und machen daher um jeder Irrung vorzubeugen nach der 4. Deci mal- 
stelle einen Verticalstrich, den sogenannten „Sicherheitsstrich". Nun 
rechnen wir auf gewöhnliche "Weise bis wir die 4. Decimale herunter- 
gesetzt haben. 



1/3821568 
343 



39156 

8-9089 



85- T2 




21-2 



21-6 



155-52 



Nachdem man mit 02 die RochnuDg beendet, d. h. auch ihr 
Quadrat zu den beiden letzten Posten der Mittelcolumne addirt und 
die dritte Columne neu gebildet, beginnt das abgekürzte Verfahren. 
Gerade so wie beim Kubiren ändert sich die Genauigkeit in der 
mittleren und letzten Columne bei jeder neuen Ziffer der Wurzel, 
die der Hauptcolnmne bleibt ungeändert. 

Die 3. Ziffer der Wurzel ergibt sich wieder durch Division ; der 
neue Divisor ist bereits gebildet; man erhält 005. Da die Genauig- 
keit der Hauptcolnmne nur bis zur 4. Decimale reicht, wird die der 
Mittelcolumne sich auf 2, der Correctur wegen jedoch auf 3 Deci- 
malen erstrecken müssen und die der letzten Columne nur auf 1, der 
Correctur wegen aber auf 2. Man wird also 005 noch in der letzten 
Columne addiren, diese Ziffer aber nur als Correcturziffer benutzen. 

Um die Rechnung mit 005 zu Ende zu führen, hätten wir noch 
das Quadrat davon zu den beiden letzten Posten der Mittelcolumne 
zu addiren -, dieses hat aber nur Einfluss auf die 3. und 4. Decimale ; 
in der Mittelcolumne war jedoch jetzt schon nur eine Genauigkeit 
bis zur 3. Decimale erforderlich, die im folgenden noch geringer sein 
wird; daher dieses Quadrat nicht mehr zu bilden ist*); auch die 
letzte Columne wird nicht neu zu rechnen sein, da nur die höchsten 
Stellen derselben noch io Rechnung kommen, diese aber unveränder- 
lich bleiben. 

Die Rechnung gestaltet sich daher wie folgt: 



*) Wie schon beim Knbiren ist es anch hier ratsam, behufs einer Nach- 
oontrolle der Rechnung an Stelle des hier entfallenden Quadrates einen Funkt 
ra setzen. 

20* 
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y3821568 
343 



39156 
8-9089 
10787 



85 = 7-25 



147 21-2 

4-24i 

151-24 

4^ 21-65 

155-52 
1-083 

156^! 
157-69 



Als nächste Ziffer der Wurzel ergibt sich 10787:157-69 -=OD06. 
Da Tansendtel mit Zehntel moltiplicirt Zehntansendtel, d. i. die Ge- 
nauigkeit der Hauptcolumne geben, so wird in der Mittelcolumne die 
Genauigkeit nur auf 1, der Correctur wegen auf 2 DecimiJe reichen 
und in der dritten Columne somit bis zu den Einsern, die jedoch 
nur zur Correctur zu benutzen sind. Natürlidi wird auch hier die 
Bildung des Quadrates dieser Ziffer 0006, sowie auch die Neubildung 
der letzten Columne entfallen. Wir erhalten: 



V3821568 
343 



39156 
8-9089 
1-0787 
01318 



85 « 7-256 



147 
4-24j 

151-24 

155-52 
1-0831 

156-603/ 



21-2 



2165 



157*69 
013 



157-821 



1580 



0-1318 : 158-0 gibt als 4. Decimale der Wurzel 0-0008. Wie leicht 
einzusehen ist jetzt in der Mittelcolumne nur eine Genauigkeit bis 
zur 1. Decimale (schon mit Berücksichtigung der Correctur) erforder- 
lich, während die letzte Columne ohne Einfluss bleibt Die noch in 
Rechnung kommenden Stellen der Mittelcolumne bleiben unverändert, 
iie ganze Rechnung geht in eine abgekürzte Division über: 




aa dreihcbe Quadrat 
des DiTiaora ist also 
darch Hundertel die 
lividirt werden, somit 
nnr 6 gegeben sind, 
m ersetzen and nach 
«chnaag wird nnu so 
m herabkommen nnd 
Also: 
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In derselben Weise wird man vorgehen, um ans einem periodi- 
schen Decimalbrnche die Kubikwurzel zu ziehen. Selbstverständlich 
wird man dabei die Periode so weit fortsetzen, als es die Grenauig- 
keit erfordert. 



Z. B. Vo'81536 ist auf 6 Decimalen genau anzugeben. 

Vo-815|36 = 0-9 

Die erste Ziffer der Wurzel ist 0*9, ihr dreifaches Quadrat 2*43 ; 
der Stellenwert der höchsten Ziffer des Divisors ist der der Einser, 
folglich muss der abgektlrzte Dividend 7 Decimalen enthalten. Blan 
setzt also die Periode bis zur 7. Decimale fort und rechnet wie im 
vorigen Beispiele. 



yo-815 
0-729 



365 



86 365 

110084 

584 9 

614 

90 

11 

1 



0-9342234 « 0934223 

2-43 
8191 



2-5119j 
9 

2-5947 
11181 

2-60588( 
2 

2^6171 

— *i 

2-6177 1 



2-73 



2-794 



2-802 



2-618 

Hat man aus einem unvollständigen Decimalbrnche die Kubik- 
wurzel zu ziehen, so bestimmt sich die Genauigkeit, mit welcher die 
Wurzel gefunden werden kann, von selbst. 



Es sei y 31-006275 . . . zu bestimmen. 
V31-006275 = 3- . . . . 

Die höchste Ziffer der Wurzel ist 3, ihr dreifaches Quadrat 27-, 
der Stellenwert der höchsten Ziffer des Divisors der der Zehner. 
Die letzte Stelle des Radicanden hat den Stellenwert der Milliontel. 
Milliontel dividirt durch Zehner gibt Zehnmilliontel ; wir erhalten so- 




nach Horner's Methode. 
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mit die Wurzel in 7 Decimalen, wovon jedoch die 7. Decimale nicht 
mehr ganz verlässlich ist. üebrigens ist diese ganze üeberlegung 
nicht notwendig. Man rechne einfach unabgekürzt bis die letzte nicht 
mehr vollständige Classe des Badicanden herabgesetzt ist und leite 
von da an das abgekürzte Verfahren ein. 



V31 -006275 . . 

4006 

1-215275 

47131 

17543 

2741 

76 

17 





31415926 — 3141593 

27- 
0-91 



27-91| 
1 

28-83 
0-3736] 

29-2036| 
16 

29-5788 
94j 

29-58821 

29-598 
5 

29-6031 



9-1 



9-34 



9-42 



29-61 



Diese Beispiele dttrften wohl zur Bekräftigung der am Eingange 
dieses Aufsatzes aufgestellten Behauptung über die Vorzüge der 
Homer'schen Eubirungs- und Kubikwurzelausziehungsmethode genü- 
gen, und der Verfasser schmeichelt sich mit der Hoffnung, dass der 
geneigte aufmerksame Leser dieser Zeilen seine diesbezügliche An- 
sicht teilen und zur allmäligen Einbürgerung und allgemeineren Ver- 
breitung der in Rede stehenden Methode nach Tunlichkeit das Seine 
beitragen wird. 
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XIX. 

üeber Integrale einiger Differentialgleichungen. 

Von 

Norbert Herz. 



Im zweiten Bande seiner Integralrechnung behandelt Enler die 
seither vielfach betrachtete Differentialgleichung 



deren Integral 






e"- 



^y^(«.-x-.)« ^^(«..2-.-!)«^ y^^(a.-o.^y ^.«..^^ 



ist [deutsche Uebersetzung von Salomon pag. 339.], wenn »i, o, ... o» 
die Lösungen der algebraischen Gleichung 

Pn « ^+J3ä + C2«+ . . . +Nz^ « 

sind. Dieses Integral bleibt auch giltig, wenn einige der Wurzeln 
einander gleich werden; sind jedoch sftmmtliche Wurzeln von ein- 
ander verschieden, so ergiebt sich das Integral einfacher in der Form 

^^f^9^' J ' ^"^ 

Sind nun die Coefficienten derart beschaffen, dass man die unend- 

Reihe 

P^A + Bz+Cz^+ . . .ininf. (1) 



\ 



anrcti einen gescniosBenen AtiBanick daratellen und die Nullpunkte 
dieses Aosdnickes angeben kann, eo wird man anch das Integral der 



X=Jj+B^ + cg+. . .ininf. (2) 

erbalteo können. Wenn nun die an Stelle der Reihe P gesetzte 
Fonction aaendlicb viele Nnllpnnkte bat, was immer dann eintreten 
wird, wenn dieselbe eine transcendente Fonction ist, bo wird man in 
einem gewissen Sinne (wenn man nämlich die Benennung von den 
Differential gleichnngen einer beliebig hohen aber endlichen Ordnnng 
auf die betrachteten nnendlich hoher Ordnnng überträgt) dadurch 
ein allgemeines Integral der Gteichnng (2) erhaJten. 

FOr die Differentialglddinng 



ergiebt sich die algebraische Gleichung 

itr die man nur die Wnrzel a*=ix erhält; daher verliert das von 
Elller fOr die endliche Differentialgleichung gefundene Integral in 
diesem Falle seine Bedeutung. 

FOr die Gleichung 

y L '^j.L ^ L ^. 

'*"*~2! dt"*'3!d^~4! di>"^- • • 
wird 

Die Nullpunkte sind die Lösungen der Gleichung 

mit Ausnahme von x = 0; also 

z = ± 2i«i 
Demnach ist jedes particuläre Integral in der Fem enthalten 



k 



,ä». r xi-ik.i.^^r-'"" fnü"" 
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no nunmehr I; alle positiven ganzen Zahlen, die anigeschloiwH, 
zu dnrcl'Iaafon hat Fahrt man fflr die EiponentialgrABse die trigo- 
nometrischnn FunctioncD ein, so erh&lt man das von Enler anf an- 
derem Wege gefundene Integral 

,j =. £,\caa2kn* f Xwy2kitx<ix-\-iva2knx I Xcoiiknaidx] 

Die Differentialgleichog 

* 2!6*<to»'*'41fi*tfa* ' ■ • 
ergiebt, wie sofort zn sehen 

P-co.- 

2*4-1 
deren Nnüpnnkte in ■ — i: — ö — "& liegen , so dass das Integral 

dieser DifFerentiaigleichnng 

■ „ »4-1 . /* »+i . 

j, = Zm " J ^' " *** 

wird. Dasselbe Integral gilt anch für die Gleichung 

indem nnr b mit bi zn vertanschen ist Anch dieses Resnltat wurde 
von Enler anf anderem Wege gefunden. 

Aehnlich findet man als Integral der Differential^eichnng 
■^"hdx 3!6»rfi«:»"'"5!d» dir* ' ' ' 

FBr die Gleichnng 



gyn 
ans der Gleichnng « ' = — 1 folgen; sie und 
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also ist das Integral 

Es wird nun sofort ersichtlich, welches die unendlichen Differential- 
gleichangen sind, deren Integrale angegeben werden können. Ist 
nämlich 0{x) eine Function, deren Nullpunkte x^^ x^ , , , xn inner- 
halb des Convergenzbereiches der für 0(x) bekannten Reihenent- 
wickelnng 

liegen, so wird die Differentialgleichung 

das Int^;ral 

haben. [Wird JT » 0, so gehen alle Integrale in Constante über]. 
So folgt beispielsweise für die Gleichung 

^ ■"<&"'" 3 !cZx»"*" 51 dx^'^ 7! dxT'^ • • • 

deren Coefficienten die Bemoulirschen Zahlen sind, das particuläre 
Integral 



/ 



Xdx 



Während die andern aus der oberen Formel folgenden ungiltig werden, 
weil die anderen Lösungen x ^ ±:k7t der Summe 

P=:tga; 

ausserhalb des Convergenzbereiches der Reihe fallen. 

Desgleichen hat die Differentialgleichung 

-^ dx^^dx^^^dx^^^dx'^^ • • • 



wo 



^ 31 

^»"" 5! 

_ l + 135ife»+135ifc«+t« 
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und fOr 

das parücaläre Integral 

y ^ I Xdx 

weil P = sn o; and in den Convergenzbereich nor die Wm:^ 
a; « f^lit. Es ist bemerkenswert, dass das Integral von dem Werte 
Ton k unabhängig ist. 

Eine ähnliche Behandlungsweise gestattet die Gleichong 

(«o+M)y+(«i+^i«)f+(«t+M^+...-o . .(3) 

Integrirt man diese Gleichnng nach der Laplace'schen Methode, und 
setzt 

so wird das Integral der Gleichung (3) 



y 






-du (5) 



wenn die Grenzen i^o) % ^ • * • Lösungen der Gleichung 

,«+/§"- =0 (6a) 

sind. Man hat es also hier zunächst mit dem Ausdrucke 

p^e^ ^i ^0 (6) 

zu tun. Lassen sich die Reihen Uq, U^ summiren, und ist es mög- 
lich Nullpunkte dieser Function P anzugeben, so sind hiermit Inte- 
grale der Gleichung (3) bestimmt. Es müssen aber ebenfalls die 
Nullpunkte innerhalb des Convergenzbereiches beider Reihen Men, 
weil ja nur für solche Punkte die Reihen mit den für sie gesetzten 
Functionen zusammenfallen. 

Es sei die Differentialgleichung 
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^ dy ^ ^\_^^_\^ ^ f^ <^y 

U-ajy— a^-gix^jj-t-gj^j-f-^joj^^-^j^- 



zii iotegriren: es wird 



also 



—00 



P — 



U ■— 



^) 


« - 


- sin au 


ül 


= 


cos au 


1, 


1 
= cosou« = 


2^ + 


1 9r 
a 


fttr a>0 


2 



= 




2 a 

US-\- - log COSOM 



cos au 



€hu 



+00 

— «0 




2£+l^ 

2 a 



o-l 
cos au ^ 



welche Integrale stets einen Sinn haben, da 



a — 1 



fttr positive a immer 



kleiner als 1 ist Wenn aber a negativ wäre, so würden diese Inte- 
grale keinen Sinn haben, weil sie für die Grenzen unendlich würden; 
dieser Fall ist also nicht weiter zn betrachten. Die einzelnen Inte- 
grale lassen sich in allen Fällen, wo der Exponent des Nenners eine 
ganze Zahl ist, in geschlossener Form darstellen; da aber, wenn 



a— 1 



m 



sein soll, 



a = 



1— w 



folgt, nnd a >• sein mnss, so wird nur für m = 0, also a « 1 die 
Integration wirklich ausgeführt werden können, und dann ist das un- 



««» 



bestimmte Integral — ; und wenn man nun von allen einzelnen Teilen 

X 

die Werte, die sie für die unteren Grenzen annehmen, zusammenzieht: 

X — 00 

Man findet ebenso bei positivem a für die Gleichung 



dy a* d!^ 
O-y + oa^T- — 



a' d^y , a* d^ , a* d*y 



Q ! * ^/«.s r A 1 ^«4 I 



X -r-k — 



dx 2\dx^ 3! cte»^4I<te*^5I ci»* 
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Üq «> cosau 
U^ » sinau 



1 n 



demDach 



P« 8mau« = 0; u -=p^ ^ür a>0 



e» 



also f Or a — 1 



+00 p"^ ^ux 

,/ sinau « 




1+00 



m _ 



00 



Die Oleichnng 






hat das Integral 

4f+l n 



2 a 



»-S'''/j£='«G-±¥)* 



^2a 



WO die oberen und unteren Zeichen zusammengehören. 
Die Gleichungen 

haben die Integrale (je nach dem oberen oder unteren Zeichen) 



—00 t/ 



a • 

«***tg^u«cfu 

sin Ott 



oder 



(2f+l)^ 

y— -*f^> I i 






sinautg^au^ 



Bezeichnet man für das folgende der Kürze halber 



Berii Utber InItffraU tiaigtr liijireatialgltkhuiuita. 



«t- 


■-ß 


«s- 


■+ 90 




W+lTi'+Si' 




10080 




6,. 


31 


i,. 


■+ 51 


».= 


l+W+W+i« 


"~ 71 





«1- 


■+ 11 

l+W+Sf 




61 




d,- 
d,- 
d,- 


■ 21 

+ 41 

ai:»+6i*+it* 


6! 



10 wird for die Differentialgleichtuig 

0-»* + i + Si^ + «*«Sl + »>S> + 'VSl + ».Si+- 

IT, = AlW, 



7 c, J AlM, y « l-im4 



= rlog[dnM — £cnu]; 
also 

P— [dnu — icüt.]» 
Die Lösungen der Gleictinng p = ntflesen die Gleiclinng 

dn» , , 
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erfallen, gleichgiltig ob k positiv oder üBgai 
leicht ttberzeagt; sie sind, wenn X, l' ein '. 
der SD bezeichnen: 

demnach das Integral 






Hat nuE 


die Differentialgleichnng 




0- 


.(l+a)y + .,g+(.,+a^)g + 


so ist: 


üo = AlW,; 


ü, — AI 


n 


^■^rM—f—' 




P=[dnu 


-üsn«]* 


Ob nun 


i positiv oder negaÜT, ho 


werden d 


die Gleichung 

tdnu 
Jksnw 

erfallen, also 


- + 1 



demnach das Integral 

y= £„ Zc- C,,. /^—^[dnu-aanttJA. 

Berücksichtigt man nna noch, dasa 

/ Ti/'y^**"" / dnudi* = ilog[cn»— »snu] 

/AKulo ^ /'du 1 , d' 



dnu — cnt» 



*) Im leUEeren ¥Me ist k der poaitiv gsnommene Betrag de* Intcgral- 

modolt. 
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/* Al(»)o _ Pdu^ 
J Al(t»)j " "J cn« 



1 dllu-f-A;j8Qu 

i^ ^°« — ^^ — 



du 
dn« 



r log 



dnu 



Al(u)2 ** ""^/ cnt* ^ Äj ^ cna 



1 — dnu 
snti 



du 



du 



log 



1 — CDU 

snt» 



J Al(u)j ^/ sn« 

/^ Al(ug) ^^ ^ /*cnu 

t/ Al(u)g 



/dntt^ 
du = 
cn« 



1 , l + Apsnti 

l-|-8Iltt 



log 



cnu 
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ist, so erhält man noch folgende Differentialgleichungen mit ihren 
entsprechenden Integralen : 

,0=(l + «V + d,^ + (d,+«ir)^ + (d8+«,x)^+ . . . 



a\-Hf-l)^^ 



y 



=-£«£, 






(cnu — »snu/citf 



^y 



^y , d^ 



df'y . d^y 



ö-^y+a^x+M^is +flä3:u+^fa?:o + ö8:o+ . • • 



dx 



dx^ 



da*' 



dx^ 



dx^ 



aA+o'A' 



y^ZaZo'CaaJ AIÖOI V Snu j ^'^ 





• • • 



^»^•'i' 



y 



^ £a £i 



P e^ /dnu+Ä?jSnt«V» , 



Tril 



21 
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/«"* /dnu-J- 






/«" 1- 



(o=™+*+va+'>.S+.'^S+^ 



(8.+l)j+(S<i'-l)3- 






I /• «■" 1 — CD 

' 



. Z" «" fl + l^' 



i Grenzen für das 
ird, aber anch der 
srt von P fUr obige 
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XX. 



Miscellen. 



1. 

Ueber das TollstSndiire Viereck. 

Es sei abcd ein vollständiges Viereck und O^O^O^ sein Diagonal- 
dreieck; sucht man die Schnittpanktepaare 1 und 2, 3 und 4, 5 und 
6 der Gegenseiten des Vierecks mit den Diagoualdreiecksseiten , so 
bilden diese — wie bekannt — die 6 Ecken eines vollständigen Vier- 
seits; dessen Diagonaldreiseit identisch ist mit dem Diagonaldreiecke 
des vollständigen Vierecks <dfcd. 

Nimmt man nun solche 4 dieser 6 Punkte, von denen nicht 3 
auf einer Geraden liegen, so bilden diese wieder ein vollständiges 
Viereck, dessen Diagonaldreieck so beschaffen ist, dass 2 seiner Ecken 
die andern 2 der genannten 6 Punkte, und dessen 3. Ecke jene Ecke 
des abcd gehörigen Diagonaldreiecks ist, jwelche der Diagonaldrei- 
ecksseite, auf welcher eben die ersten 2 Ecken liegen, gegenüber- 
liegt (Siehe die Figur). 

Nachdem sich aber die 6 Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 dreimal zu je 
4 auf der genannten Weise combiniren lassen, so gibt es 3 solche 
Vierecke und zwar 1324, dessen Diagonaldreieck 56(98 ^^9 ^^^ ^^ 
dem Diagonaldreiecke 340} und Viereck 4563, dessen Diagonaldrei- 
eck 120, ist. 

Betrachten wir nun eines dieser 3 Vierecke, etwa das Viereck 

1234 und denken uns die Ecken desselben als Basispunkte eines 

Eegelschuittsbüschels, so bilden die Schnittpunktepaare der einzelnen 

Elemente desselben auf der Geraden bd eine Punktinvolution; es 

Terden daher auch die Schnittpunktepaare der Gegenseiten des Vier- 
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ecks 1324, welche als die deg. Kegelschnitte des Bttschels aufzu- 
fassen sind, mit der Geraden bd^ Punktepaare der Involution sein. 

Nun geht aber die Gerade bd durch den Doppelpunkt Oj des 
einen und durch den Doppelpunkt 5 eines 2. G^radenpaares, während 
das 3. Geradeupaar die Gerade bd in ß und ö schneidet, daher 0^ 
und 5 die Doppelpunkte der genannten Involution sind. Da aber — 
wie aus den Sätzen über das vollständige Viereck bekannt ist — die 
Punkte &, d die Strecke bO^ harmonisch teilen, so bilden auch 6, d 
ein Punktepaar der Involution, daher durch die beiden Punkte &, d 
ein Kegelschnitt des Bflschels 1324 gehen muss; d. h. die 6 Punkte 
1, 2, 3, 4, 6, d liegen auf einem Kegelschnitte. Ebenso gebt durch 
a, c, 1, 3, 2, 4 ein Kegelschnitt. Was aber bezüglich des Vierecks 1324 
gesagt wurde, gilt nattlrlich auch bzgl. der beiden andern Vierecke 
1265 und 45 63, und wir haben folgenden Satz: 

,,Wenn man in einem vollständigen Vierecke die 
Schnittpunktepaare der Gegenseiten mit den Diagonal- 
dreiecksseiten sucht, so liegen jene 4 dieser Punkte, 
welche ein vollständiges Viereck bilden, mit 2 auf einer 
nicht durch einen der 4 Punkte gehenden Seite des voll- 
ständigen Vierecks gelegenen Eckpunkten auf einem 
Kegelschnitte'S 

Man erhält auf diese Weise 6 Kegelschnitte, von denen je zwei 
4 Punkte und je drei 2 Punkte gemein haben. 

Wir suchen nun bzgl. eines jeden der Vierecke 1324, 1562 
und 4563 jene 3 Vierecke, welche sie bzgl. des gegebenen Vierecks 
abed sind, so ist unter diesen je eines, welches das Dreieck OiO^O^ 
zum Diagonaldreieck hat. So hat das Viereck aßyS^ welches bzgl. 
1324 dieselbe Rolle spielt, wie dieses bzgl. abcd^ das Dreieck O^O^O^ 
zum Diagonaldreiecke. Sucht man aber dann jenes Viereck 1'3'2'4', 
welches aßyi gegenüber dieselbe Rolle spielt, wie dieses gegenüber 
dem Vierecke 1324, oder Letzteres dem Vierecke abcd gegenüber 
so hat dieses wieder das Dreieck 560, z^m Diagouftlgreiecke, während 
das auf ihn folgende a'/5'y'6' wieder 0| O, O^ zum Diagonaldreiecke 
hat Wird dies so in der entsprechenden Weise fortgesetzt, so er- 
hält man eine ganze Gruppe von Vierecken, welche dem gegebenen 
Vierecke abcd gegenüber folgende Rolle spielen: die Vierecke a/^yi, 
a!ß'y'&\ QL*ßl'fS' . . . haben das Diagonaldreieck des ürvierecks 
(wie wir das gegebene Viereck nennen wollen) als Diagonaldreieck 
gemein, während die Vierecke 1324, 1'3'2'4 ... das Dreieck 660 
als Diagonaldreieck gemein haben^. 
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Auch kann in ganz analoger Weise wie oben bewiesen werden 
(es wurde bewiesen, dass 5 eil 3 24 und acl324 auf je einem Eegd- 
schnitte liegen), dass /J6l'2'3'4' und «yl'2'3'4' auf je einem Kegel- 
schnitte liegen; ebenso liegen /J'61"2"3"4" und «V'l"2"3"4" auf je 
einem Kegelschnitte u. s. w., so dass man ein ganzes System Ton 
Kegelschnitten bekommt, welchen das Dreieck 56 O, als gem. sich 
selbst conjugirtes Dreieck entspricht Gronau in derselben Weise sieht 
man, dass 4i3 aßyö und 12a ßyö auf je einem Kegelschnitte liegen, 
wie auch 4'3'«'j?'y'^ und l'2'«'j3'y'ö' je einem Kegelschnitte angehören 
u. s. w. und dass alle diese Kegelschnitte dasselbe Dreieck O^ O^ O^ 
als gem. sich selbst conjugirtes Dreieck besitzen, welches auch das 
gem. sich selbst coi^ugirte Dreieck bzgl. der Kegelschnitte des durch 
abcd bestimmten Büschels ist. 

Nachdem aber eine jede durch eine der 3 Ecken des einem 
Systeme von Kegelschnitten gem. sich selbst co^jugirten Dreiecks 
gehende Transversale die Kegelschnitte jenes Systems in Punktepaaren 
einer Involution schneidet, so wird auf jeder der durch O^ gehenden 
Geraden und somit auch auf bd eine Involution entstehen, deren 
Elementenpaare bd^ ßd^ ß'ö' . . . sind, und deren Doppelpunkte — wie 
bereits oben erwähnt wurde — O^ und 5 sind. Ebenso entsteht auf 
der Geraden 0^0^ eine Involution, deren Doppelelemente O^ und O^ und 
deren Elementenpaare 12, 1'2' ... sind. Ueberhaupt wird, nachdem 
die Ecke O^ und die Seite 0^0^ sowohl zum Dreieck 0^0 fO^ als auch 
zu 56(^3 (indem 5 und 6 auf O^O, liegen) gehören, also O^O^ Polare 
des Punktes O^ bezüglich aller Kegelschnitte der beiden genannten 
Systeme ist, jede durch Oj gehende Transversale die Kegelschnitte 
beider Systeme (des Systemes, welches O^O^O^ zum sich selbst con- 
jngirten Dreiecke hat, und des Systemes, welches 56 O3 zum Dreieck 
hat) in Puuktepaaren einer Involution schneiden, deren Doppelpunkte 
der Punkt O3 und der Schnittpunkt jener Transversale mit O^O, sind. 
Ganz analog wird auch 0^0^ Polaro des Punktes O^ bzgl. einer 
Gruppe von Kegelschnitten sein, die jede durch O^ gehende Trans- 
versale in einer Punktinvolution schneiden, deren Doppelpunkte O, 
und der Schnittpunkt jener Transversale mit 0^0^ sind. Dasselbe 
findet auch statt bzgl. des Punktes O^ und der Geraden 0^0^, 

Wien, 21. Juli 1881. 

Dr. Eduard Mahler. 
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2. 
Uel^er neuere Formen Ton höheren Reihen. 

1. 
unter der Yoraassetzong, dass ans der Reihe 

Oq Oj O]! . . . Or . » • 

auf die bekannte Art sich die Differenzen durch die Formen: 

c?'+i oii-i ■= «J»"«!» — 3*'aH-i (1) 

and 

S'oh-i -= ÖH — a»-i (2) 

wobei statt des Operationszeichens d^ wie wir später sehen werden, 
der Einheit halber d als solches gewählt wird; aasdrücken — erhält 
man fttr das allgemeine Glied on der Reihe: 

a« = ao+(l)^'«o+(2)^%+ (3) 

Ans dieser mit ihren Eigenschaften als bekannt vorausgesetzten 
Reihenform erhält man für den Fall als die Ableitungsformen für die 
Differenzen durch die Formen: 

S^On-l -= On^l—On (4) 

and 

c?*'+^ Oh-i =» d^'oti.i — d^on (5) 

gegeben sind, für das allgemeine Glied a^ folgende Gleichung: 

«» = «o-(j)^'«o+(2)^% <ß) 

da man, wie sich durch Yergleichung der entwickelten Differenzen 
zeigen lässt, bloss zu berücksichtigen hat, dass die geraden Diffe- 
renzen dasselbe, die ungeraden das entgegengesetzte Vorzeichen in 
Bezug auf die Differenzen der zuerst entwickelten Reihe haben werden. 

Diese zweite Reihe könnte man in Bezug auf die erste Reihe 
(Grundreihe) also auch als Reihe mit conträr gebildeten Differenzen 
auffassen. (Conträre Reihe). 

Geschieht die Weiterbildung der abgeleiteten Reihenformen statt 
wie bisher durch Differen'onbildung durch Summirung der gegebeneu 
Seihenglieder, so hat man s als Operationszeichen gewählt zunächst 
für die Ableitungsformen: 
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«'oii.i — an + an-i (7) 

und 

i^+l ^srOn^l + S^Ou (8) 

und bieraas für das aUgemeine Glied der Reibe 

Diese Form wird dnrcb saccessive Substitation gewonnen, wie di«er 
Weg als bekannt vorausgesetzt ebenso bei obiger Differenzreihe ein- 
geschlagen wird; es lassen sich auch an dieser Beihe dieselben Auf- 
gaben durchfahren wie bei obigen Reihen. 



2. 

Bildet man jedoch aus der Reihe aoOiOto^ * • • cUe folgenden 
Gliederreihen durch Division des nachfolgenden durch das vorhov 
gehende Glied, so wären für das Bildungsgesetz folgende Gleichungen 
massgebend: 

q^on^,^-^ •. . . .(10) 



und 



qr-^lon^l - -^ (11) 



wobei wieder q das Operationszeichen bedeutet. 

Auf Grund dieser Gleichungen erhielte man durch successive 
Entwickelung: 

an--ao(q^<H;r\(q^aor^ (12) 

oder hieraus 

loga^ = logao+(i)log(g^ao)+(2)log(5%)+. . .(13^ 

Vergleicht man die Gleichung (13) mit der Gleichung (3), so ergiebt 
sich der Zusammenhang sehr leicht; man sieht, dass zur Auflösung 
„höherer geometrischer^^ Reihen (diese Formen können so genannt 
werden) es nur nötig ist, dieselben mit Httlfe des logarithmischen Gal- 
culs auf höhere arithmetische zurückzuführen, wobei der Logaritbmns 
des Anfangsgliedes und die Logarithmen der Quotienten der geome« 
trischen Reihe das Anfangsglied und die Differenzen der arithmeti- 
schen Reihen vorstellen würden. 

Eine Anwendung kann darin gefunden werden, dass man berech- 
tigt wäre zu schliessen, dass eine Reihe höherer Art geometrischer 
"^atur eine arithmetische Reihe ebensovielter Ordnung geben müsste* 
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Da z. B. die Logarithmen der natürlichen Zahlen ungefähr dne arith- 
metische Reihe bilden, so müssten die diesbezüglichen Zahlen eine 
geometrische Reihe ebensovielter Ordnung (d. i. 2ter Ordnung bil- 
den ; dies ist auch näherungsweise umso eher der Fall, je kleiner die 
Intervalle sind. 

Aus den Formen (10) bis (13) ergeben sich für die höheren geo- 
metrischen Reihen mit conträr-gebildeten Quotienten zunächst zur 
Ableitung 

glon-i-^-^ (14) 

und hieraus wieder: 

(q'aof\q^a,f^ . . . 
logon « logoo— (ijlog(g>ao)4- \^^Og(q^a^)— . . . (17) 



oder 



Bilden wir die nächstfolgenden Glieder der Reihe statt durch Division 
durch die Multiplication, so erhalten wir, — p als Operationszeichen 
gew^t — : für die Bestimmungsglieder: 

y .o»-.! = an.an-i (18) 

p^-^^.On-l ^ p^On^p^On-l (19) 

und hieraus 

(?) 
^ _ (p''«Q)(j>'*-^ao) . . > . -.^ .^. 

an =» T^^T T^^v .aoV~lr • • \^) 

(p^-'^hr^-ip^'-^a^r^ . . . 

logon =- log(/>'»ao) - (j)log(p'-iao)+ . • • +(- l)"logao . . (21) 

Wie man sieht stehen die Reihen (17) und (20) mit den Reihen (6) 
und (9) in einem ähnlichen Zusammenhange, wie dies schon von den 
beiden Reihen (3) und (17) nachgewiesen wurde; ja dieser Zusammen- 
hang erstreckt sich selbst auf die Reihen untereinander und auf die 
Bestimmungsglieder (10) (11) (14) (15) (18) (19) und (1) (2) (4) (5) 
(7) (8). 

Man ersieht hieraus auch , dass die hier entwickelten , den vier 
Grundrechnungsoperationen entsprechenden Reihen mit einander ahn- 
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lieh verknüpft sind, wie diese Operationen selbst; der logarithmische 
Calcnl ist jene Operation, mit dessen Hilfe man diese Reihen in ein- 
ander überzuführen im Stande ist Mit diesen Reihen ist aoch sozu- 
sagen eine Grundfamilie der Reihen dargestellt. 

Wien, Mai 1881. 

Franz Carl Lukas. 



3. 

Ueber einen geometrlsehen Ort. 

Unsere Aufgabe ist den geometrischen Ort jener Punkte zu be- 
stimmen, in welchen zwei durch Ä und B Punkte gehende und zur 
£bene E gleichgeneigte Geraden sich schneiden. 

Betrachten wir die von Ä und B auf E geföUten Senkrechten, 
deren Fusspunkte Ä' und B' sind, als die Axen zweier Rotations- 
kegel, deren Seiten sich zur Ebene £ unter gleichem Winkel neigen, 
so wird die gemeinschaftliche Linie dieser Kegel dem gewtlnschten 
geometrischen Orte angehören. 

Bezeichnen wir die Entfernung A^B' mit 2d die Differenz der 
Entfernungen der Punkte AB von der Ebene E mit 2e und betrachten 
wir die durch AB senkrecht zu E gelegte Ebene als XZ die durch 
den Halbirungspunkt der Strecke AB parallel zu E gelegte Ebene 
als XY Coordinatenebene eines Systemes mit dem Ursprung O, so 
werden die Gleichungen der erwähnten zwei Kegel 

sein, worin k den von dem Neigungswinkel der Seiten und Kegelaxe 
abhängigen Parameter bezeichnet. Eliminirt man aus diesen zwei 
Gleichungen k^ so erhält man die Gleichung des gewünschten geo- 
metrischen Ortes: 

y* . äc — (zd — xc) (x2 — cd) =» O, 
Aus dieser Gleichung folgt: 

1. Die XZ Ebene schneidet die Fläche in der Geraden AB und 
in einer gleichseitigen Hyperbel, deren Asymptoten die X nnd Z 
sind. 
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2. Die Fläche wird durch diese Ebene in zwei symmetrische 
Teile geteilt 

3. Jede zu E parallele Ebene schneidet die Fläche in einem 
Kreise ; die orthogonalen Projectionen der AB Punkte auf diese Ebene 
sind conjugirte Punkte bezüglich des Kreises. Der Kreis geht über 
in eine Gerade, wenn die Ebene durch geht. 

Von der Gestalt dieser Fläche können wir uns eine klare Vor- 
stellaDg machen, wenn wir in der XZ Ebene eine Hyperbel beschrei- 
ben, welche durch Aß geht, XZ Axen zu Asymptoten hat, und einen 
£[reis mit veränderlichem Durchmesser so bewegen, dass seine Ebene 
zu E parallel liegt, die Endpunkte eines Durchmessers auf AB^ resp. 
auf der Hyperbel bleiben. 

4. Jede durch die Y Axe gehende und zu E unter q> Winkel 
geneigte Ebene schneidet die Fläche ausser der Y Axe nach Ellipse, 

<c 

Gerade oder Hyperbel, je nachdem tgg) » -. Die Axen dieser Curven 

>^ 
liegen in Y und in der XZ Ebene und werden resp. gleich: 



V 



d(ccos(p — rfsinqt)) _ cd 



sin q> ' sm g> cos 9> 

Die Asymptoten dieser hyperbolischen Schnitte bilden eine Kegel- 
et 
Ifiäcbe, deren Gleichung: a;'+y*--^«~ = ist Die Kreisschnitte 
dieser K^elfläche mit der zu E parallel gehenden Ebene werden 
durch die Z Axe und AB Gerade in den Endpunkten eines Durch- 
{' messers geschnitten. 

Jede durch AB gelegte Ebene schneidet die Fläche nach einer 
Hjnperbel. 

Ans der Entstehung der Fläche folgt femer: Verbindet man die 
Endpunkte eines Durchmessers AB einer gleichseitigen Hyperbel mit 
einem beliebigen Punkte derselben, so neigen sich die Verbindungs- 
geraden unter gleichen Winkeln zu den Asymptoten. 

Da man diese Eigenschaft der gleichseitigen Hyperbel, wie auch 
den geometrischen Ort in jeder zu E parallelen Ebene elementar 
finden kann, so lässt sich die Aufgabe elementar behandeln. 

Wir können femer sagen: 

Das Bild des A Punktes von B betrachtet, würde auf einem 
Planspiegel als Kreis erscheinen, wenn die Ebenen des Einfallswinkels 
und Reflexionswinkels nicht zusammenfallen möchten. 

Pressburg, den 3. Sept. 1881. L. Klug. 
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4. 



Ueber 3fäeh berflhrende Kegelschnitte mit forgegrebeBem 

Brennpunkte. 

Die Lösung der Aufgabe „einen Kegelschnitt zu construiren, der 
einen gegebenen festen Punkt B zum Brennpunkte hat und einen 
gegebenen Kegelschnitt K im Berührungspunkte A der gegebenen 
Tangente T möglichst innig berührt" scheint mir ein hübsches Bei- 
spiel für eine allgemein giltige Methode zu liefern, eine Methode, 
welche dazu dient Sätze aus der Euklidischen Geometrie, welche sich 
bei ihren Constructionen schliesslich imm.'^r auf 2 gewisse feste Punkte 
stützt, zu übertragen in eine Geometrie, die man recht wohl „die 
Geometrie des einen Brennpunktes" nennen könnte. Der bei dieser 
Uebertragung leitende Gedanke ist die Analogie, die offenbar besteht 
zwischen einem Kreise, als einem durch 2 feste Punkte gehenden 
Kegelschnitte, und einem einen fest gegebenen Punkt als Brennpunkt 
besitzenden Kegelschnitt, der seinerseits 2 feste imaginäre Gerade tu 
Tangenten haf^). Vor Allem ist bekannt, dass der Mittelpunkt 
eines eine Gerade an einer bestimmten Stelle berührenden Kreises 
auf der im Berührungspunkte der Geraden errichteten Senkrechten 
liegt: daher: 

Die Directrix unseres gesuchten Kegelschnittes geht jeden&lls 
durch jenen Punkt, in welchem die im Brennpunkte B auf der Vor- 
bindungslinie AB errichtete Senkrechte die Tangente T schneidet. 

Die aus der Theorie der Kegelschnitte bekannte Constmction des 
3 fach berührenden Kreises filhrt dann fort : — alle im vorgegebenen 
Punkte berührenden Kreise schneiden den Kegelschnitt so, dass die 
2to gemeinschaftliche Secante von Kegelschnitt und Kreis durch einen 
festen Punkt der unendlich fernen Geraden geht — : — constrnirt 
man beliebig viele Kegelschnitte, welche den festen Punkt B zum 
Brennpunkte haben und iT mit berühren, so liegt der Schnittpunk 
jenes Taogentenpaares , welches ein solcher Kegelschnitt ausser der 
doppelt zählenden T mit K gemein hat , auf einer festen durch B 
gehenden Geraden. Man braucht daher nur diese Gerade, zu deren 
Bestimmung ein einziger Hülfskegelschnitt genügt, zum Schnitt mit 
der vorgegebenen Tangente T zu bringen : die vom Schnittpunkte S 
aus an K mögliche 2te Tangente Cmuss vom gesuchten Kegelschnitt 
berührt werden. 



*) Dasselbe Princip findet sich aaf gänzlich Terschiedenem Gedanken- 
gange abgeleitet in Salmon-Fiedler Kegelschnitte § 3S5. 
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Demnach ist die Aufgabe als gelöst zu betrachten, insofern als 
Ton dem gesachten Kegelschnitt 4 Tangenten, darunter 2 imaginäre 
und ein Berahmngspunkt gegeben sind. 

Doch sei hier als weiteres Beispiel der betrachteten Methode die 
endliche Bestimmung der Directrix, sowie die Construction der um- 
hflUenden Tangen^n unseres Kegelschnittes wirklich durchgeführt 

Dm den Mittelpunkt eines Kreises zu finden, der eine gegebene 
Gerade A ia T berührt, sowie durch C geht, errichtet man im Mit- 
telpunkte von TC eine Senkrechte, welche die auf A in T errichtete 
Senkrechte im verlangten Centram M schneidet. Um den Kreis 
imnktweise za erhalten, wird man DM= CM machen, hierauf durch 
C beliebig viele Strahlen ziehen; die Fusspunkte der von D auf diese 
Strahlen geftllten Senkrechten geben Punkte des Kreises. 

Demnach : Man suche jenen Strahl des Büschels S, welcher mit 
dem Punkte B die Strahlen T und C harmonisch trennt. Dieser 
Strahl wird irgendwo geschnitten von der in B auf SB errichteten 
Senkrechten; dieser zuletzt erhaltene Schnittpunkt ist ein 2ter Ort 
f&r die Directrix unseres Kegelschnittes , für welche oben schon ein 
erster Ort bestimmt wurde. 

Man bestimmt nun jenen Strahl 2>, welcher mit der Tangente C 
die Directrix und den Brennpunkt harmonisch trennt; derselbe ist 
eine weitere Tangente unseres Kegelschnittes. Verbindet man dann 
immer paarweise 2 Punkte, welche — der eine auf C, der andre auf 
D liegend — von B aus unter rechtem Winkel erscheinen, so geben 
diese Yerbindungslinien die einhüUenden Tangenten unseres gesuchten 
Kegdschnittes. 

Hauchen, September 1881. 

Fritz Hofmann. 



5. 

üelangsanfgale für Sehttler. 

In einem gegebenen Quadrate durch Zeichnung von 4 Geraden 
unmittelbar ein Quadrat herzustellen, dessen Inhalt gleich einem 
^iifieil, und dessen Mittelpunkt der des gegebenen Quadrats ist. 

Lösung. (S. die Figur). 

Han halbire vom gegebenen Quadrat Q die Seite DA in E, AB 
'^ ^, BC in G, CD in ff und verbinde A mit G, B mit ff, C mit 
^ und Z) mit F. Das durch diese 4 Geraden begrenzte Viereck 
JKLM ist das gesuchte Quadrat P. 



1 



Behauptung 1. P ist ein Quadrat. 

Beweis. 1) Die 4 gezogenen Geraden sind paarweise patsdlel, 
denn sie begrenzen auf den Gegenseiten Q gleiche gleich gerichtete 



glich ist P ein Parallelogramm. 

Die rechtwinkligen Dreiecke DAF, ASG, BCH, CDEmA. 
• congmont wegen Gleichheit der Katheten, woraus zunächst: 

Wkl. ^Df — DCE 

ler ist HJK ein Rechter als AuEsenwinkel im Drk. CDJ. 

Iglich ist P ein Rechteck, 

Drk. CJD ist congr. BMC, nnd CilB congr. BLG (alle Wiobd 
Seite gleieb). Demnach ist 

CJ — BM nnd CM = BL, worane : 
MJ— LM 
1 ist P ein Qnadrat 

laaptDDg 2. P= I Q. 

«eis. Wir ziehen HT parallel CJ\ dann ist Drk. CAfff congr. 

üle Winkel und 1 Seite gleich). Demnach ist 

CM= HT= MJy oder 
CJ=^MJ 

I 4 Dreiecke CJD, DKA, ALB, BMC sind — P, weil aie 
Grandlinie nnd doppelte Hohe haben, nnd erg&nzen sich mit 

Iglich ist Q = 5P. 

lanplnug 3. Die Mittelpunkte Ton P nnd Q, fallen zosamioen. 

veis. Die Di^onalen AC und JL mögen sich in N treffen. 

i. CJN ist congr. ALN (alle Winkel und 1 Seite gleich). 

glich ist N die gemeinsame Hitte beider Diagonalen und als 
Mittelpunkt Ton P nnd Q. 
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Bemerkung 1. Die Behauptung ist ist auch einfache Folge des 
Pythogorfiischen Satzes bezüglich auf das Dreieck CJD, 

Bemerkung 2. Die Geraden AG^ BHy CE^ DF ftinfteilen auch 
einander. 

Hannover, Juli 1881. 

Schnell, Dr. 



6. 
Dreieekflsitse« 



I. Lehrsatz: Wenn H der Höhendurchschnitt und O der Mittel- 
■ pimkt des umschriebenen Kreises eines Dreiecks sind, so gilt die 
! Gleichung 



OH^ — (3r)«— (a«+i«+c«). 

Beweis: Es bedeute 8 den Abstand des Mittelpunktes O von o, 
sowie den halben obem Abschnitt von A, femer die Projection von 
& auf o. Die Mitte von OH heisse N^ so dass N das Centrum des 

' Fenerbach'schen Kreises (mit dem Badius o) ^^t. Von O auf h ist 
das Lot OE gefiült. Man schliesst 



a» 



Nun ist 



OH^ = HE?+ 0& 

— 6«+9r«— 2a»— op — eoa. 
op-=- o 



: Ud 

f Aa = (2a+ÄD)3 



OJBT* 



IKe Substitution dieser Werte giebt: 
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geordnet 

IL Aufgabe: Es ist eio gleichschenkliges Dreieck und an be- 
liebiger Stelle ein Punkt gegeben. Man soll durch den Punkt eine 
Gerade legen, welche die Schenkel des Dreiecks so schneidet, dass 
der obere Abschnitt auf dem einen gleich dem untern auf dem andern 
Schenkel ist. 

Auflösung: Sei ABC das Dreieck , P der Punkt, PXY die zd 
construirende Gerade. Wenn man den Mittelpunkt O des dem Drei- 
eck umschriebenen Kreises mit X^ mit Y und A verbindet und Yon 
O auf die Schenkel AC und AB die Lote OD und OE fJUlt, so ist 
Dreieck ODX congruent OEY wegen der Uebereinstimmung in den 
rechten Winkeln und in den Katheten {DX ist ^EY^ weil DC=^ÄE 
und CX^ AY), Daraus folgt, dass Wkl. OXD '^ OYE ist. Man 
schliesst weiter: AXOY ist ein Sehnen Viereck, Wkl. XYO '^ XÄÖ 
d. h. Wkl. PYO — ^BAC\ Demgemäss bestimmt sich der Punkt Y 
durch den Kreisbogen, der durch P und O geht und als Peripherie- 
winkcl einen Winkel « \BAC fasst. 

Posen, Juni 1881. 

£. Jaekwitz. 
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XXI. 
Die Entwickelung des Euler'schen Algorithmus. 

Von 

Leopold Klug. 



Zähler nnd Nenner eines in gewöhnliche BrUcbc verwandelten 
Kettenbmcbcs 

wurde von Ealcr durch [j'jj', . . , )-«], [y, . . . )■»] Algorithmen be- 
zeichnet 

Als Definition derselben küouen wir folgende Gleichungen 

Vvif* • • ■ Y—ir'l " [.riYt ■ ■ ■ Yn-i^' + lYtr» ■ ■ ■ y--^} 

annehmen, und fragon nach WQichem Gesetze bildet mau die Glieder 
des AlgorithmaB [y^ ... jh'] nnd ans wie viel Gliedern wird dasselbe 
beliehen ? 

Ans der Definition folgt 

btYtYtl — YiYtn+ Yt 

+ n 

[jiYiYsY*] = nYiYiY*-i- 7i7i+^ 
+riY* 

TaULxrn. 
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+yiy«y6+y3 
+yiyiy5+y6 
+ y^yiVh 

Wenu wir die y^y^ . . . y» GrösseD, Elemente des Algorithmos 
ncuiien, so sehen wir aus den obigen Beispielen, dass in der Ent- 
wickelung des Algorithmus ein Glied aus ebensoyiel Factoren besteht, 
als das Algorithmus Elemente hat, die übrigen Glieder aber nm 
2, 4, 6, . . . Factoren weniger haben. 

Dies ist allgemein gültig, denn wenn [/i . . . /m-s] nur Glieder 
mit w— 2, n — 4 . . . Factoren, [yi ... >'m-i] nur Glieder mit « — 1, 
w— 3 . . . Factoren hat, so wird nach der ersten Gleichung, welche 
als Definition diente, [xi . . . y«] nur Glieder mit n, n — 2, »—4 
etc. haben. 

Wenn wir nun die Glieder in [yi . . . y«], welche n, n — 2.1 ... 
w — 2m. Factoren haben, als zur Isten, 2tcn . . . m-f-lten Gruppe 
angehörend betrachten, dann können wir sagen, dass die m-f Ite 
Gruppe in [yi . . . y«] aus den Gliedern der mten Gruppe in 
[y, . . . yn-a] und aus .den Gliedern der w+lten Gruppe in 
[yi . . . yn-i] besteht, ferner dass die Anzahl der Gruppen Yon 

n ti I 1 

[yi . . . yn], 2 "f" ^ ^^^^ — 2~ ^^^*8®^i J® nachdem n eine gerade 
oder ungerade Zahl ist 

Die Bildungsweise der Gruppen. 

Wir nennen erstes Glied einer Gruppe dasjenige, welches ans 
den fi, n — 2.1, n — 2.2 etc. ersten Elementen besteht, es ist daher 
das erste Glied der m-f-lten Gruppe des Algorithmus 

[yi • • • yJ» yiy2 . • . y~-am. 

Alle Glieder einer Gruppe werden aus dem ersten 
Gliede derselben dadurch gebildet, dass man die Indexe 
vertauscht, und zwar wird ein gerader Indes nur mit 
einem von ihm grösseren geraden, ein ungerader mit 
einem von ihm grösseren ungeraden Index vertauscht, 
aber so, dass in jeder Complexion der Indexe dieselben 
In natürlicher Ordnung seien d. h. ein höhererlndex (Zahl) 
utoho niemals vor einem Niedrigeren. 

Hilden wir in der Tat nach diesem Gesetze vom ersten Gliede 
Y U y^ am der m-|-lten Gruppe die übrigen. 
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Yertauschcu wir zu diesem Ende bloss den letzten Index mit, von 
ihm um zwei Einheiten grösseren Zahlen, bis wir zu n gelangen ; da- 
durch erhalten wir m Glieder. Vertauschen wir ferner den vorletzten 
Index mit einer, von ihm um zwei Einheiten grösseren Zahl und auch, 
damit die Complexiou nach dem Gesetze gebildet sei, den letzten 
Iudex, so bekommen wir 

7x72 • • • yM-2m-Hyn-2m+2 (a) 

Wenn hier der letzte Index immer um zwei Einheiten erhöht 
vnrd, bis er die Zahl n erreicht, während alle übrigen Indexe un- 
verändert bleiben, so kommen m — 1 neue Glieder zu; es gibt daher 
m solche Glieder, in denen der vorletzte Index um zwei Einheiten 
erhöht ist, während die vorhergehenden unverändert sind. 

Vertauschen wir in {et) den letzten und vorletzten Index mit 
n — 2i»+3 resp. n — 2m + 4 und erhöhen wir in der erhaltenen 
Complexion der Indexe bloss den letzten, so bekommen wir m — 1 
neue Glieder. 

Wenn man nun dies Verfahren fortsetzt, so ist leicht ersichtlich, 
dass die Anzahl aller Glieder, welche entstanden sind, dadurch dass 
der vorletzte Index alle ftlr ihn möglichen Werte annahm, während 
die vor ihm stehenden Indexe unverändert geblieben sind, 

m + (m-l) + (m-2)+ . . . +2 + 1 = -y:^- ^ \ 2 ) 

ist. 

Vertauschen wir jetzt die drei letzten Indexe im ersten Gliede 
der Gruppe mit den um zwei Einheiten erhöhten Zahlen, so erhalten 
vdr 

7\7t • • • yw-2myM-2m+iyH-2m+2 (ß) 

und wenn wir (ß) ganz denselben Veränderungen unterwerfen als das 

2 ) neue Glieder. 

In {ß) erhöhen wir n — 2m und die folgenden Indexe um zwei 
Einheiten und machen mit dem erhaltenen Gliede dieselben Verände- 
rungen als mit (a), dann bekommen wir L . j neue Glieder. 

Setzen wir die^ Verfahren so fort, bis der drittletzte Index die 
(für ihn in Folge seiner Stelle mögliche) höchste Zahl erreicht hat, 
80 wird die Anzahl aller Glieder, welche durch Veränderung des 
drittletzten Indexes entstanden sind 

("r)+(")+("7V- ■+e+'+'=("r) 

22* 
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Ein analoges Verfahren liefert uns die Glieder, welche durch 
Veränderung des viertletzten Indexes gebildet werden, ihre Anzahl ist 

m+("r)+- •+'+>- er) 

Endlich wird die Anzahl der Glieder, welche durch Verändenrog 
des Index 1 (des von rückwärts gezählten n — 2mten) entstanden sind, 

«-2m ) ''«*^'««"- 

Es ist daher die Anzahl S^^-i aller Glieder der m-|-lten Gruppe 
in [xi . . . /m] gleich mit der Anzahl aller Glieder, welche durch 
Veränderung der Indexe entstanden sind, plus 1, nämlich hinzuzu- 
zählen das Glied, von welchem sie gebildet werden, oder 

Ä„ _ ,+(») + (-+1)+ . . .+(-^z,^') = {'-') 

Nehmen wir nun an, dass für [yi . . . )'n-2] und [/i . . . y«-i] 
die angegebene Bildungsweise der Gruppen richtig ist, dann hätte die 
m + Ite Gruppe in [/i . . . fn-x] 

und die mte Gruppe in [yj . . . yH-2] 



^-'-['-1-7) 



Glieder. 



Die ersteren mit yn multiplicirt und zur letzteren addirt, bilden 
aber die Glieder der m-|-lten Gruppe in [fi . . . y«] nwd da dies 
Aggregat nur nach dem angefahrten Gesetze gebildete Glieder ent- 
hält, fei-ner 

("-r')+("»-T') -(";")-*"• 

so ist das ausgesprochene Gesetz bezüglich der Bildung der Glieder 
richtig. 

Wenn man daher das Algorithmus [yi . . . y»] entwickeln will, 
so bildet man die ersten Glieder der Gruppen und von diesen die 
übrigen. Ist n eine ungerade Zahl, dann bestehen die Glieder der 
letzten Gruppe aus einem Factor ; ist aber n eine gerade Zahl, dann 
haben die Glieder der vorletzten Gruppe zwei Factoren und die letete 
Gruppe ist die Einheit. 
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Die letzten Glieder der einzelnen Gruppen erhält man, wonn von 
den in umgekehrter Ordnung geschriebenen allerersten Gliodo 
ynfH-i ■ ■ ■ fiYi je zwei Elemente weggelassen werden. 

„Die einzelnen Glieder irgend einer Gmppe kOnnen dnrch Ver- 
tauschen der Indexe von dem in umgekehrter Ordnnng geschriebenen 
letzten Gliede der Gmppe gebildet werden nnd zwar wird ein gerader 
Index mit einem von ihm kleineren geraden Index, ein ungerader 
HOT mit einem von ihm kleineren ungeraden Indct vertauscht, aber 
BO, dass in keiner Complcxion eio kleinerer Index vor einem grösse- 
ren stehe." 

Das letzte Glied der m-f-Itcn Gmppe ist 

r<^Y'-' ■ ■ ■ Yim+ayim^i (S) 

Wir verkleinem hier den letzten Index m-mal um zwei Eiubeitou, 
wodurch wir m neue Glieder bekommen, femer verkleinem wir die 
zwei letzten Indexe in (ö) und in dem erhaltenen Gliede 

r«)-!.-! . . . ytmysm-i (0 

nar den letzten Index um je zwei Einheiten, bis er 1 wird, wodurch 

f» neue Glieder entstehen. Ebenso verkleinern wir in U) die zwei 
letzten Indexe, in 

>'>./o-l . . . yim-iytm-s (t) 

□DT den letzten Index, so erhalten wir m — 1 nene Glieder. 

Wenn wir das Verfahren so fortsetzen, his der Index 2in-\-2 in 
(S) den kleinsten Wert erreicht bat, den er in Folge seiner Stelle 
erreichen kann, so wird die Anzahl der Glieder, welche wir durch 

Ver&ndemng dieses Indexes bekommen, ( » ) betragen. 

Analog können wir mit dem drittletzten Index in (.S) vorgehen 

nnd wir erhalten ( _ I ueoe Glieder. 

Wenn wir nnn alle Glieder bilden, welche zu dieser Gmppe ge- 
boren, so ist ihre Anzahl 

^.«.,+(r)+('»+')+.. .+("+:=!:-') 

d. h. gleich mit der Anzahl der Glieder, welche ans dem ersten Gliede 
der Gmppe gebildet wnrden. Aber nicht allein die Anzahl der Glie- 
der, sondern auch ihre Werte sind gleich, ob wir sie vom ersten 
oder letzten Gliede der Gruppe bilden, und da dasselbe für alle 
Gmppen gilt, so ist 
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CriVt ■ ■ ■ M - [)'-)'"-i ■ ■ I 

la der zar Definition dienondon Gloichnng 

Lh ■ ■ ■ j--] — Cri ■ ■ ■ j'"-i]i'"+[j'i ■ 

aalzea wir 

y, statt y. und y. statt y, 



nud erhalten 

[/" ■ ■ h] -Cr« ■ - ■ hlri + Cfi. 

WL'lcho mit Uor ersten Gleichung verglichen zu 

Iyi ■ ■ ■ r'] = ir ■ ■ ■ y»])'i+[)'« ■ 

fuhrt. Die zur Seßnition dienenden drei Olcicht 
her diese letzte Gleichung. 

Pressbnrg, den 4. September 1881. 
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XXII. 



Einige Beziehungen zwischen den Integralen 
der elliptischen Functionen. 



Von 

Norbert Herz. 



Ich betrachte im Folgenden die Integrale solcher Fnnctioneu, 
die rational ans den drei elliptischen Functionen sno?, cnr, dno; zu- 
sammengesetzt sind, und zwar vorerst die ganzen Functionen. 

Jede ganze Function dieser 3 Grössen wird notwendig ein Aggre- 
gat von Gliedern von der Form 

sn af^ cn a" dn x^ 

sein, und man kann demnach das ganze Integral in eine Summe von 
Partialintegralen zerlegen, von denen jedes einzelne also die Form 

J=^f^%nx^oxix^&tiQ^dx 

haben wird (unter m, w, p ganze positive Zahlen verstanden), welches 
uns nun beschäftigen wird. 

Zur Bestimmung dieses Integrales könnte man einen doppelten 
Weg einschlagen. Man setze z. B. %\ix = z^ dann wird: 

j = /«»• y {(1 — Ä«)»»-i (1— Är«»«)J'-i}d« 

also das Integral auf ein algebraisches zurückgeführt. Wiewol in 
manchen Fällen diese Substitution Vorteile bietet, so wird im allge- 
meinen die Behandlung in der ursprünglichen Form einfacher, wes- 




k 
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halb ich hier auf die zweite nicht weiter eingehe, 
lieh von ihr Gebraach machen werde. Man kann 



u 



' /sBic"(l — sni:')l*J ( j _tl8„ jJ)UJ „ 

setzen, wobei dem in der Zahlentheorie eingeführten 

die grOsste in ^ enthaltene ganze Zahl bedet 

d t" nur oder 1 bedeuten können. Da jed 
Wicklung nach dem binomischen Satze vorznnehi 
Bchliesslich doch nur relativ cinfacliere Integrale 
3 elliptiBchen FunctioncD) erhält, so wird es zumci 
hier BO wie in vielen anderen Füllen Rcductiousfo 
die Ableitung deraelben iat nun die nächste Aufgi 

Eb ist zu bemerken, dass zwischen den drei 
tionen die folgenden Beziehangon bostehen: 

Büx* = 1 — cn z* °~ li (1 — ^° **J 

cna* — 1 — sna;* = pdn«* p — = ■ 

dna» - 1 — ysnir» = (1— iV+t'cna:* 

Nun l&Bst sich J folgendermassen darBtellen: 

a) J=/8n3:'"cn3;'"dnii'(ü: = /8na:"'cnz''-'dnaJ 

sn*™*^ H — 1 

— j^cna:"-'dnT''-' H — q^i /8n(e"+^cn 

Da diese Formol nicht an die Bedingung geknUpl 
ganze positive Zahlen sein müssen, so erfattlt mi 
dncUonsformel für negative m, denn dann ergiebt 



,p 



-^f 



{™-l)8n:r'"-' 

cnj-''-^dn jP JiHp — l) 



Durch TrauspositJon erhält man aus a) ähnliche F 
erst das zweite Glied rechts durch die anderen 
setzt dann m für rn-|-2 und n für n — 2, so finde 
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,/ cna:»» ^ "^ (n— l)cna;»«-^ 

n-iy cna:"-2 ^+ n-l'J cnx--2 ^ 
und ähnlich 

"^V dnxP - ^ *=- + kHp'-mnxP-'^ 

m— 1 /* sn a;*"-2 c^ ^jh ,j — i /> gQ a;"» cn a:*-^ 

"" Ä^(i?— 1) J dnxP-2 '^ + kHp'^)J dnxP-2 ^* 

Ersetzt man in a) rechter Hand sna;»»»+2 einmal dnrch 8na;*»»(l — cna;^) 
das andere Mal durch r2 8nx"»(l — dn«*), so ergieht sich: 



BD flC*'''* fi """1 i^ 

•/«= — TT-cnx^-Mnori'-^ + — rr / su«"*cna;»»-2(in«^<ii; 



8njr^+^ 
m+l 



+tfl/ 



sna;*^cnx"dna:»»~2^ —-j —-j 



folglich 

sn x'^+i cn «""^ dn ari*"^ 

1*) •^= , 1^ 1 

' w+n-j-p — 1 

n— 1 r 

+ — i — i ; / sn«"»cna;»»-2diia.p^ 



H 7^-j 7 / sna;»" cna;** dnxi»-2^a; 



Verfährt man ebenso mit den aus a) durch Transposition entstehen- 
den (die ich nicht aufgeschrieben habe), die man übrigens auch durch 
eine andere Gruppirung in J und nachherige paitielie Integration 
erhalten könnte, so findet man ferner: 

sn x^"^ cn «••+^ dn a:^*^ 
2«) J^ 



f»-|-n-)-f) — 1 

H j— i 7 I snx***-'^cux*^dnxPdx 

, (l'-k^)(p-l) Au^mena;Hdna:/'-2€ix 
m-\'n-\'P'-'l J 
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Clla: = ^ 



'^■(-f) 
.»(.--) 



SO fiudct man mit BerUcksicbtigang vou 11*} 



/ (cnx-\-ianT)ilr = / t 



2i, , i'x Sl'\ 



und hierans durch Substitution des Wertes für fsnxtlx denjenigen 
vou fcaxiU. Auf dieselbe Weise erhält man nach fdaxiU, so das» 
also: 



I / mxiir — -log 

12*) ( l'cuxdx ^log 

/ Aaxilx= — ilog 



1+feBns 



1— ii 
l + tsn 



v'+'-- 



l+Jsn^ 



6-t)' 



Das erste Integral hätte man durch die Substitution cnjr = y in fol- 
gender Form gefunden: 

fsuxdx ^= — 7log[dna;4"'tcni]4-C" 

da aber dnrch Einführung der halben Argumente 

1— ians^ 



dua^+tcna:^ (fc+l)- 



l+tBDg 
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wird, so sieht man sofort die Identität der beiden Integrale. Uebri- 
gens ergeben sich ähnliche Formen für die beiden anderen Integrale, 
wenn man darin 2^ = 8na; setzt und für die entstehenden Integrale 
die logarithmische Form (statt der reellen cyklometrischen) wählt. 
Man findet 

Jsnxdx *=* — L log[dniF+^cna;]-j- ^' *) 



12a») 



fcaxclx =» — 7 log[iÄ:8nfl; + dna:]4-^' 
fdnxdx = — ilog[i8na;-|-cnic] + C^' 



£s ist hierdurch gezeigt, dass das Integral jeder ganzen, rationalen 
Function der drei elliptischen Functionen sich wieder durch diese 
selbst oder Logarithmen derselben oder endlich durch elliptische 
Integrale zweiter Gattung der sn darstellen lässt. Es mag noch 
bemerkt werden, dass mit Rücksicht auf die Relationen, die zwischen 
elliptischen Functionen bestehen, deren Argumente sich um Perioden 
oder deren Teile unterscheiden (Königsberger, elliptische Functionen), 
sich noch die folgenden bemerkenswerten Integrale ableiten lassen. 

dx cna;-4-dnaj . _ 

= — log n^^"* ^ C"») 



snx 
dx 

CHX 

dx 
düx 



T-log 



sna; 
dnx-^Ä^sno; 



13») 



sna; 
cno; 

snx 
dna; 

cno; 
sna; 



dx 



dx 



dx 



-*-''^8 



fc*°K 



CHX 
icnx — A;]8na; 



dna; 
dna;+^i 



-hc 



'1 

m 

t 



f 
f 

j 
f 
f 
f 
f 

J snx ^ sna; 

/ dna; 
cna; 



+ 



+ C 



log 



cna; 
»^cna;+*i 



hk^ *"® dn X 

, 1 — dna; , 
log 



+ ^ 



cna; , 1, - , 



sna; 

1+ ifc sna; 

X 

— cna: 



+ C7 



log 



sna; 

1-fsng 
cna; 



+ ^ 



•) Für diese beiden Integrale ■. „Briot und Booquet, doppelt-penodiiche 
Funetkraen", dcntoch r. H. Fbcher, pag. «20 und 221. 
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Es ist Dämlich 

= - -*Iog[dn {^±y) +i-cn(x±y)] + C 

logripi£g"q:t.i^Uc=-log ""'+^°" + C' 

**L^ snx ^ ksnx] ' ^ snx *^ 

Für das zweite Integral ergeben sich zunächst zwei Formen, denn 
es ist: 



and 



1 r »dna; tA^j sna?! 
** "^ Atj ^^ ["" cn« -^ cna; J "• 

Der zweite Ausdruck ist mit dem ersten identisch , da man 

T u^^^i — ^^ die Constante hineinziehen kann*, da aber vermöge 
der Beziehung k^-\-k^^ =• 1 auch 

Li dna; — Ar^sna; 1 cnit(dna: + *i8Dx) 
A?! ^ cna; '^ h ^^^^ — ifc,*8nas* 

1 , cnaj(dna; + A;, sn«) 

= *;i'>8 35^ — 

ist, so folgt die Identität der Ausdrücke für beide Zeichen. Ebeiiso 
werden die anderen Formeln der Gruppe 13*) erhalten. 

Geht man nun auf gebrochene Functionen über, so ^d man sofort 
sehen, dass die Mannigfaltigkeit der hierher gehörigen Integrale 
keine ebenso einfache Behandlungsweise gestattet. Man kann zu- 
nächst den Nenner so umformen, dass er nur eine der drei ellipti- 
schen Functionen enthält; denn es geht 
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-^=== ^[snir, cnar, dnar] 

durch die Substitutionen 

cnac* = 1 — sn x^, dn «* = 1 — k^ sn x^ 
über in 

iV == qpj (ßnic) 4" <P2 (an ar) . cna;-j-(p3 (sn x) . dna;-j- <P4 (8na?)cna:dna; 
wo auch <P2, <Ps oder g>4 verschwinden können; also: 

iV = [(jpj + g>2 . cnx] -|- [(^3+ <)P4 . cn a?] du x 
Multiplicirt man nun Zähler und Nenner mit 

^' = [<Pi "I" 9^i C^ ^'] — [<P3 "l~ 94 cn «] du ar 
80 geht der Nenner über in 

iV2^'= T^i(8na;)+t|/g(sna;)cnx 
und wird noch Zähler und Nenner mit 

iV" = 1^, (sn x) — tl^2 (sn «) cn x 

multiplicirt, so wird schliesslich der Neuner NN^N" eine reine Func- 
tion der suo*. Das Verfahren bleibt dasselbe, wenn man je nach 
Bequemlichkeit im Nenner blos cna? oder dnx haben wollte. Der 
Zähler wird dadurch weitläufiger (weshalb in speciellen Fällen oft 
andere Mittel rascher zum Ziele führen werden), bleibt aber eine 
ganze, rationale Function der drei elliptischen Functionen. Nun lässt 
sich auf den Nenner eine Art Partialbruchzerlegung anwenden, und 
es wird 



<I>(8na;) (snaj — fi»)* ' ^(cna?) (cn«— Vi) 



zi: P* 



X{&ax) (dna: — Ji,)* 

Multiplicirt man mit dem Zähler, so ergeben sich nun die folgenden 

Integrale: 

/ sng**cna;"dn gy P sn x^ cn x*^ dn xP 

(aisnaj + aj)^ ' J (ojCnaj+Oj)? ' 



/ 



8na:**cna:»*dna:P 



(ojdnx+ös)^ 
Man findet für das erste dieser Integrale, indem 

Bn« =-[(a8n«-f"*) ""*] 
gesetzt wird: 

Teil LXYIL 23 
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.^ P snx'*cnx*^dn xP 1 /* 8ng*'-^ eng* dna?y 

^ J (asnx + b)r ^^ aj (asnaj+ft)»-! ^ 



-\s 






Hierdurch gelangt man also teils zn ganzen Fnnctioneii, theils zu 
Ausdrücken, die sich weiter folgendermassen behandeln lassen: 

/cna:^dna:^<iSa: /*cnar*"~^ dnar^— ^asn« 

(asnx+Ä)»^ '^ J (asnx+6)»^ 

cng^'-^dnary -' /*(n — l)cn«"-*8nxdn«^cte 



a(r— l)(asnx+i/-» ^/ a(r — IXasnaj-f-i)*-» 

/ A;*(/i-— l)cn3c*8nxdnay->rfr 
a(r — l)(asnx4-6)»-i 



also 



/* cny»dn j^<^ ^ cnx*"idnjy~^ 
^ J (ösnCH^ ~ "" a(r — l)asn«+6)'^-i 

k^ip— 1) (1 /* cni*dn^2!5'' _ ^ /^c ng*dn^"»<^r ^ 
a(r— 1) (a^ (asnjr + i)»'-^" äj (asn^+ft)'-! ) 

Diese Formel gilt bis einschliesslich r =» 2 und wird für r « 1 un- 
brauchbar; schliesst man für*s erste diesen Fall ans, so wird man 

hierdurch den Nenner erniedrigen können, so lange n ^. 1, p ^1, 

weil die mit cnx'»-^ j-^jgp. ^xixp-2 vorkommenden Ausdrücke wegen 
der Coefficienten (n — 1), (p — 1) fttr den Fall n =» » oder p =» i 
verschwinden; fOr den speciellen Fall, dass n -» p » *, wird 



/ 



cn^dn^dr 



(a sn X -f by a(r —1) (asn '+*)«'-• 

Es ist femer: 

(asnJf + by ^ J (asn x + by ^J {asnx-j-i)r 

/ QjjLX^'-^d x P cn a?*"-^ (o sn g -}~ 6)* 

(asnx4-Ä)"r~J (asnfl;+6)«^ 

26 /* cna;»»-g(osna;+6) _ ^ P cna^ ^^ _ 
'^ a^J (asnaj-f*)»- aV (asn«+6)' 

also 
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Iß*) ^ und 



dna;'''rZx 






"^ <3? J (asnx+fi)»--! a«y (a8na: + i)'-J« 

welche Formeln auch noch für r « 2 und m = 2 giltig sind , für 
m= 1 wird endlich noch folgender Weg einzuschlagen sein. Es ist: 

d r dna? 1 a(r— l)dna;«cna; ifc^snajcn«; 

dir L(fl8ina:+Ä)»'-^J (a^nx-^hy (asnaj + ft)»'"* 

Setzt man hier 

suäc = -(asujc+ft) 

a a 

dna;« = 1 — -, [(a8na;-|-i)« — 26 (asn «+*)-{-&«] 

reducirt gehörig und geht auf die Integrale flher, so ergiebt sich: 

(a8na:+6)'' adng 

(^VLxdx ^ ~~ (a*— ife*6*) (r — l)(agna;+6)»'-' 

2r — 3 le^b P cnxdx 
"" r — 1 a^—lc'b^J (asnx+by-^ 

(r — 2)1;« P_jcaxdx__ 

+ (r—l)(a«— P&«)J (asnx+W''-^ 
17«) ^ und ebenso: 

dnxdx aCüx 



{asnx+b)r (a*— ^(r — l){a8Ua;+6)^-* 
2r~3 6 /^ dngdir 

(r — 2) /* dnxd^g 



Auch diese ddduiBgen gehen noch itar r ^ 2 und werden ftr r — 1 
ungtütig. Da ferner 






& 
»• 
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ist, SO ist hiermit alles auf die einfachere Form zurackgeffthrt, wo 
der Nenner nur die erste Potenz (asna:-|-^) enthält Man foidet 
ebenso die analogen Formein: 

/ PBnx^cnx^duxfdx /*sna?*"cn ic^-'dnar^cfa 
[J (acnx+by "J 



14a») 



15a») 



-if 



(adna;+ir ''J (« 



(acnx-^-by-^ 

8na;"»cng»~'dngy dx 
(aaix-\'bY 

cna:"dnarP-»dar 



--:/ 



dvLx+hy-* 

snir*"cna;* dn xP^dx 



(adax-^-by 

/sn x^dnx^dx sn s^"* dn a^"*' 

(a cn X -^by " a (r— 1) (acnai +^)''~* 
m — 1 ri /*sna;*-2(iiia^ii^B ^ / *sn a;^-^ dn acP dx" ! 
""a(r— l)[ay (acnx-^-by^ ""äj (acn«4-6)*-* J 

, it:^(p— 1) ri P ^nx^dnx^-^d x b /^ 8na**dnxP~^<ig 1 
"T" a(r— 1) 1«»/ (acna;+Ä)»'-2 aj (acna;-f-6)'-i J 

1/ 



8nfic"*cnx"rfa; sna:*""^cna:»«""^ 



(adna:+Ä)«^ aJb*(r — 1) (adna; +&)»-» 

m — 1 ri /* 8ng'*'-^cng*'€iig b P ^nx^-^cna^dx ] 
~^ \pj (a dna;+Ä)'-2 — ^J (adnx +i)'^-ij 



, n — 1 ri p^nx^cvkx^-'^dx b p sn x^ cn af* ~^ rfz l 
+ -^«(r— l)[äj MnH-^^"^^«t/ (adna;4-*)'-jJ 




8nx~<ia; g' — &* /* 8na:*^~^<fa 

(ocn«4"*)'^ *"«*«/ (ocnaj + Ä)*" 

"• g*t/ (acnaj+i)*^-! ~i/ (acna;+Ä)'^-2 

_____ :« _^^ ^y (ocna; + *)'" 

16a*) ) ?~y a(cn«+ft)'-i"^ gV (acna;+^)«^-2 

/ 8ng*»<ia? g*— ^^ /* ^ux^^ -^dx 

(gdna; + ^)*^'" g*P o/ (adn«+&)»- 

'^k^a^J (adnx+by-^ h^a^J (adna;+Ä)'-2 

/ cna:*»d:a; ^*--g>V /* cn a^~g<iic 

(gdnaj+i)«^'" g«ib» ^ (gdna;+V 

2& /^ cna;«*~^rfa; . 1 /* cnx'^'-^dx 
""i«py (adna;+5)'-i + ib«aV (adnaJ+fe)''- 



17a*) 



18a») 
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^Xkxdx a du x 



J {aojix+hy (a«V+^**^)(r-l)(acna;+^)»-i 
2r—3 Jc^h p_ %nxdx 



'»■(r-l)(a«Ä^«+^^F)J (a 

/ 



snxdx 



cnx +by-2 
dnxdx asnx 



2r— 3 & /• dnxdx 

r — 1 a*-^^J (acna? + ä)*""^ 

dn^eela; 



cna;4-6)»-2 



+ (r-l)(a«~i«)y (a 

2r — 3 b p snxdx 

"" r— 1 a%^—b^J {dnV'-fby-^ 

+ tzi r 

/ 



snxdx 



(adnx+by-^ 
cnxdx asnx 



(adnx+by "" (a*— ft«)(r— l)(adna;+^)»'-i 

cnxdx 



_ 2r— 3 & P 

r— 1 a*—b^J (adnx+by-^ 

r— 2 /* cnxdx 

+ (r— l)(a«— 62)J (adnaH-*)*'+* 



dx (-.l)r-i»-i /> ^ 

(acüic-f 6)' "~(r — l)!aft^-»y acn« 

(adnx^by ^ (r — l)ldb^-^J - 



<2x 



adnaj-f"^ 



Es erübrigt jetzt noch den Fall za erledigen, der bisher stets 
aasgeschlossen wnrde, wo nämlich r » 1 ist. Man erhftlt nach dem 
für 14*) gewühlten Vorgange*): 



*) Die Vormthi Ub^ find nnr d«r VolUtlodigkeit wagen Aogefftbrt, aod 
Kessen sich encb •■• den enteprecbendeD 14*) nod 14»^ ftr r — l »bleiteo. 
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/8nar~cna:»*dnxff , 1 - 

h /^ sna^^^ e ng» dn xP 

aj asnaj-j-Ä 

/Bna:*»cna;»»dn«P , 1 , , :. , 
—- dx = -/8iia:~cnjc*--*diia#cüc 
acnaj-f-ö a'' 



14b») 






cii«»*-i dn ari* 

— dx 



f 



cnac+Ä 

8na;"»cn ac^dnap^ , 1 - , , , 

— — — dx = -/ 8n 05*» cn«" an asP""*«« 

aanir-f"^ <» 

cn sc^ dn sei'"* 



b Pbhx^ 
^ aJ a 



dnac+Ä 



dx 



Diese Formeln verlieren ihre Giltigkeit für m, n^ p gleich Null ; es 
ist aber 

/cnx^dna^ P cn x^^^dngp — cna?»~^sng*dn xP 

aütt«+^ "jf asna;+Ä 



/ 



cnaj^dna-P-^ — A;*cn«*dnflcP""*8na;* , 

__ dx 

asnx-f-o 



Wendet man anf den zweiten Teil dieser Integrale Formel 14b») an, 
so ergiebt »ich 

/cna^dna:? , /^cna^-^dnari» , 1 « oj • . 
p-~ dx ^^ I iT-dx =* -/sn«cna;»~2dna?P da: 
a8na;4-* «/ asnx-f-b a*' 

, b Psnxcna^^^ dnxP , 
+ - / rr — ^ 

' aJ asnx-f-b 

-f 



cna;»«-2(jnari» , 1 - « , 
r-T — cto /snajcn«*— 2(iiia;p^ 

asnac-f-ö a*' 



Bas letzte Glied kann man mit dem ersten vereinigen, und hieraus 
findet man nun, wenn man gleichzeitig die sich aus der zweiten oben 
hingeschriebenen Form ergebende Gleichung und die analogen andern 
Formeln beifügt, das folgende System: 
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/cnx»» düxl^ 1 



dx 



^fti.»x /*8na!«dnarP , 1 ^ „ , 

J acnaj-f-ft a*' 

+ ? J cax+b ^ 

19c*) 

/sna^cnx»* 1 /* « . * /* 

8 — Ä* /^sna^-^cna:" . 



p- / 8iLr»cna;»^Mna;d!a5— -p-^ / 8na;'»*cna;*-2^ 



/ 



Die wiederholte Anwendung dieser Formeln führt etets auf solche 
Integrale, wo m, n, p gleich 1 oder sind , dann aber müssen die- 
selben durch andere ersetzt werden. Hiefür ist nun 

/cnäsduäs 1 
T-zdx = -log(aBn«+Ä)+ C 

«^-. ) P snaidnaj , 1, , 1 ,v 1 ^ 

20*) { J i^^+i*^ -10g(«CD«+*) + C 

/snrccna; , * 1 , / , 1 ,v • ^ 



Zar Bestimmung des Integrales 

/ cna; 
asno? 
Kann man 



dx 
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setzen; dann wird 

cnxdx ■• 



dna? y 1 -_ ^.y ' 
also 



J 






(ay+*)yi-itV 
und mittels der Substitution 

1 * dz 



J V(a«— 



ay+b *' "^ a»3 

1 — K y — 3-5 



aV 



1 



log{2&it«+2(a«-i«ik«)«} 



und durch Restitution des Wertes z = j-^^ und gehörige Be- 

duction : 

1 \ 2ahkHnx + 2a» ± 2q V^»^^&^dn x ) . 

"" -{-y^rz::^äp ^^ \ asnx+Ä j "^ 

und nach Absonderung des Factors 2a unter dem Logarithmus*): 

21») 

/cna;c/a; 1 a+ÄJb^sno: — Va* — b'^h^Anx ^ 

asnx+Ä "^ Vä* — 6*A;2 asna; + Ä '' 

und für die anderen Integrale: 

/ Anx dx 1 a + ^snaj — Va* — i^cna; 

asnx-f"* Vö^^-Ä^ o8nit-|-^ •" 

/ sng ^a; 1 dk^^-bk^Qnx'\-\a%^-\'b'^msix . ^ 
acnx+Ä"" y^äj^aZp^ ^^ acna?-|-i "• 

/ ^iLxdx 1^ a+^cnx+Vo* — ^^^^^ _\r 
acnx+ b "" y^x _ ^,2 ^^ acna?+Ä ^ 



^) Ueber das Zeichen s. die Bemerkung nach den Formeln 21*). 
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^nxdx 1 * oA?!^ -^h&tix — V^' — a^k^^ h cn ac 



Aus den Formeln 21*) gehen für a = 1, h =»0 wieder die auf an- 
derem Wege gefundenen Formeln 13*) hervor; das Zeichen der 
Quadratwurzel ist ganz heliehig, indem die f(ir das positive und ne- 
gative Zeichen entstehenden Ausdrücken identisch sind. 

Endlich geht: 



/d 
asna 



x-^-h 
durch die Suhstitution 

dx 
y = sna?, dy =« cn a; dn o; <isr, dx - 



tlber in: 



T/l-y»)(l-Ä;V) 



/ 



/ dx 1 r dl 



22*) 



/ 



und ebenso: 

dx 1 /* dy 

acnx'\'b 




U^)Va-/)('-^i^) 



P dx »_ n dy 



) 



SO dass [diese Integrale also sich durch elliptische Integrale dritter 
Gattung ausdrtlcken. 

Hiermit wären nun auch die gebrochenen Functionen auf die 
einfachsten Integralausdrücke reducirt, und somit die eingangs ge- 
stellte Aufgabe gelöst. Ich will jedoch hier noch einige bemerkens- 
werte Integrale anführen, die sich unmittelbar durch Zurückführung 
auf das System 21*) integriren lassen, nämlich Integrale von der 
Form 

Fdx 



f 



aM+bN 



y^o M^ N und P irgend welche zwei elliptischen Functionen bedeu- 
ten; ich will die Lösung für P==l, A/=snx, iV«cnx durch- 
führen und im Anschlüsse an das Resultat auch wieder die analogen 
Ausdrücke zusammenstellen. Es ist 
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1 






cnx ' 
und mittels der mehrfach erwähnten Transformationsformeln 




T 










cn 






j/g+l-'" 






»-v»:-:;+y3wr..^: 






— ^ cna: — ' 

^ 1 . ocng — ^A;x^8ng+Vo^+Jt;^* ^*dnag 

"" |/iJr:j-"^2^2 ^^ asnar+Äcnx ^" 

wobei schliesslich der Ausdruck — Vä^HFv^logHFil- in die Con- 
stante hineingezogen wurde. Es ist aber auch 

und in der oben ausführlich hingeschriebenen Weise fortfehrend: 

1 , ocna;— -a^sna;— Vq^+V&^dng 

"" •" y^irjTJfc^ ^^ asnaj+Äcna; * 

iMultiplicirt man nun Zähler und Nenner des Logarithmus mit 



> 
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so wird der Zähler: 

a'cnac* — 2aJifci*8na;cna;&*Ä;/8n«* — a^dna?* — ifci*ft*dna;* 
= a*(cn aj* — dn x^) — 2aJbh^ sn aj cn ac — k^H^ (dn «* — k^ an «*) 

= — h^(a%XiX'\-hCTix)'^^ 
so dass 



«^= + 



log 



— h-^ (a snoj-f- Ä cn «) 



l/a>+ifei«5« acn«— *V8ö«+V«*— V**dii« 



wird, welcher Ausdruck mit dem zuerst erhaltenen identisch ist*). 
Man erhält auf diese Weise die folgenden Integrale : 



23*) 



/ 



dx 



asnos-f-Äcna; 
1 



g cn a; — bh^ sn g — V a' -f" I)^k^ * ^ J,r 



/. 



c2a; 



snaj+Ädna: 

1 , adng+^i^'Bna;— Va^— A:i^&^cng ^ 



ia^ - iki^i* 



log 



osna;+Ädna; 



/ 



dx 



acnaj + Ädn« 
1 






ÄTjVa^-Z^« 



adn a;-{-&cna; + A4yo2 — ft^sna; 
^^ acna;+Ädna! 



*) BiAn konnte aach 




sna; 



dx 



b ha 

sna; ' 



letxtn ; fÄhrt man hiefÜr die Rechnung wie oben durch, so erhält man (wie 
anch stets bei den yerscbiedenen Rechnungsarten der folgenden Integrale) den- 
selben Wert 
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/.- 



äiXixdx 



snac+Äcna: 



log r^;r:j Z>^^ + C^ 



/.- 



cnzcte 
snx+^dnx 



aBnx-|-&cnx 



y 



snxcix 
aQ.nx-{'b^nx 



1 , &A?«8nx-adnx+V?4-*2jfe« , _ 
log ^o^^ . 1^^..^ f- ^ 



asnx+Ädnx 



1 , odnx4-ÄÄ:«cnx+Ä:,ya*— *V , ^ 
log i iL^^, r ^ 



Va«— Ä«A:2 



acnx-f-fcdnx 



Ich kehre nun wieder za den Relationen 13*) zorftck, um aos 
denselben einige weitere Folgerungen zu ziehen. Es ist: 



/dx _ 
snx"~ 



, cnx4-dnx , , 
log — -^ logc' 



snx 



also: 



IV. 



cnx* — dnx* , 

^^ sn x(cnx — dnx) "" ^ ^ 



— ifci'snx 



cnx — dnx 



Jogc' 



— log 



cnx — dnx 
snx 



-log(-^,). 



cnx+dnx 



snx 



cnx — dnx 
snx 



/rfx 



und aus den anderen: 



dnx-j-^SQ' 



V. 



cnx 



dnx — iE^snx 1 



cnx 






ff C ^ 



dx 
cnx 



dx 
cnx 



der dl^liiehen Funeliontn. 



• *! /j 

Vdnz 



da 



dnz 



[ dn*+^ _ +*» J Sf* 



I dm — t, _ tj "^ j Sl*" 

I dna: = "»« 

/snx 
dna; ~ c^~ 

l-dii» _ +y — d' 

dnz * 

l-t.ii. _l ^~*./ S^* 
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1 + snx 



cnx 



+/ 



dnar 

cnz 



dx 



XII. 



1 — snx 



cna? c^ 



/ dnz 



<ix 



Werden nun je zwei zusammengehörige Ausdrücke einmal addirt, 
einmal subtrahirt, so findet sich 



IVa. 



Va. 



Via. 



vna. 



Vina. 



cnx 

snr 



dnor 

Sna: 
dnar 

cn* 



y^ J 8nx_^^%+/ 



dx 
snx 



dx 

snx 






cnx 



(*i 



gnx 
cnx 



•dnx"»" * 



ic"«"^*"*/ cn,_jl., V cnx 



+*'/dtx_, !.-*•/ 



^C*^ 



^^S"*^^ 



r^^/ää^.ir*^/ 



i^e 



dno; 

<ix 
dnx 



dnx 
cnx 



cnx 






fix 



tfccnx . ~***V dn^'^'^tl +*\/ 



dnx 



{^2^ 






SBX 

dn^ 



€ir 



dn 



= 02« ^^^ 



snx 



dnx'^.,l_+*^/ 



snx 
dnx 



da; 




^. 



IXa. 



Xa. 



XIa 



xna. 
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shx 



= \c^e J ' 



•chx , 

-cur 



*■-/ 



cnx 
snx 



€ir 



dnjp 






cnx 






shx 
cnx 



dx 



dn. 



<ir 



itT— = J<?4« 



dn 






Cnar 
dnar 



dx 



snor 
cnx 

8II:r 



i^6« 



+/ 



dnar 

- ax 1 



.-/ 



dnx 
snx 



ZVlx 



snx 



+/ 

/»dnx 



dnx 
sn^ 



dx 



+ 



*^6 



dn^ 
snx 



cfar 






dx 



dnx 
cnx 



<2r 
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cn a: " " • Cj 

Aus den Ausgangsgleicbnngnn 13*) lassen sich nun die unteren 
Grenzen der Integrale leicht so bestimmen, dass die Constanten mög- 
lichst einfache Werte annehmen. Setzt man nämlich fttr die unteren 
Grenzen der Reihe nach 



«A — 



m*! +n^'; «5 - (2m5 + l) j + iiftÄ'; 



24*) 



A 



a, -(2m,+l)j+n"Ä' 



«6 — ««ö"+"«'^' 
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80 worden die Constanten: 



c 



c" = 



^ = (-i)-'; 



Jlt 



(-i)"""»> (-i)"".- 



i+(-i)".ifcj 



m, 



(-1) 



fc* __ 1— (— D' .fci 



c, = (-1)' 



(-1) 



••i 



1^ 



«(-1)«. 



^ 
^ 



1— (-l)»«l4 



1 



-«(-!)«• 



^5 -=• ;- =• (—1)-»; ^6 - r - (— ir.+-» 



Wie man siebt, drücken sieb jetzt die elliptiscben Functionen (bzbw. 
Quotienten derselben) dnrcb die Summen und Differenzen von £x- 
ponentialfunctionen ans. Setzt man zur Abkürzung 









.+'■/ 



Cnar ^_ ji 



+^1/" 



snx 
dn^r 



<2x 



= // 



25*) 



+*'/ 



dx 
dna? 



.+/ 



cna; 
snx 



dx 



= C 



.+'/ 



Cnar , 

dna^ == D 



+/ 



dnx 
snx 



dx 



= E 



\ 



^J cn<e 



dx 
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^ + v = <'i(«) 



^+4 



q>^(x) i>+ - = <p^(a;) 



26*) 



-S — « = (TsCa:) ^— " = '^^(x) D— - = i/;^(a:) 



1 



D 



^ + T^ = yi(^) ^ + « = 9'8(^) E+ , ; - (;p,(:r) 



r-p-y,(a:) B- 



B 

l 
B 



if;2(«) E—j^= 'tlf^ix) 



so fiudet man nun das folgende System von Formeln: 



CHX (— 1)*«'+»»'A:, 



sna; 
dnx 

SVlX 
,dlLX 

cux 



[^) ( 



(S^ix) Icn o; 



(— 1)«» 2it, 



t/'i(^) + (— l)-«g>t(a^) 



—2 — ^^(^) r^^'^iM^HT^iT^^ 



— 9 — yi(^) 



iCnx = — -:7- 



A: i^jCa;) 



sna; _ (— 1)"*" 
2k^ 



10 



cna; 



eng? 
Idnx 

fsna: 
dno; 



Yi(^) 



düx = 2k^ 



iki (p^(x) 



(-1) 



m 



»» 



*,(X) 



2ikx 



öo(a:) 



Una? == 
fdna; = 



2(— l)»«» 



--^8(g^)+(~i)** '^-iy3(y) 



sna; 



dna; 



21 



sna; 



cna? « — 



1 t/;4(a;) 
A; q>^(x) 

2(--l)''« 
2(— 1) '"> 



LXTU. 



24 
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811« = 



CHX 






Zwischen den Functionen 27, r*,^, so wie nnter den 6 Fnnc- 
donen A^ B^ C, D finden einige bemerkenswerte Relationen statt, 
die sich durch Yergleichung der einzelnen Gleichungen in 27^) her> 
leiten lassen. Es ist nämlich: 

(— 1)»»' 2 

5-Y-yxW"-(-i)-,^) 

und durch die Substitution aus 26*) und entsprechende RednctioD: 

(2:«— i)(r«— 1) — 4t- 1 )•»'+•»' +••'2:7' 
xm. / (2;«-|- 1) (z/«— 1) =. 4*(— i)~'+-"'+H'2:^ 

(r^-f 1) (^«+1) = 4(— i)«^+«'T^ 



Da nun 



2:« + ^^— ^-. — sr^ 1 



r^— 1 

aus der ersten folgt, so wird: 







2(-l)m-4-m^+ »-r l/ ~"4r^ 

-^ r«— 1 ^r(r=«— 1)«+^ 



+ 



Setzt man nun 
so wird 



und 



(r=«— 1)' 

r«— 1 



iH =* wi =» fii = n = w ==» n «= U, 



«'=- «"=0, « 



MT 







2:= + 



(r T D« 



~ r«— 1 

Um über das Zeichen zu entsqheiden, kann man einen speciellen 
Fall vornehmen und k = setzen, wodurch dann 



2:«tgiar, r= tg(45H-ia;) ^ =^ f^ 



wird. Da nun 
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und 






ist, so sieht mau, dass die oberen Zeichen beizubehalten sind, und 
es wird 

r— 1 



2; = 



r+i 



Da nun die erste Formel XIII. symmetrisch in Bezug auf 2 
und r ist, so wird auch 

^ J^ 2:-« — 1 ' 

Durch Specialisirung findet man aber hier, dass die unteren Zeichen 

Geltung haben, also: 

£+1 



r= — 



2:— 1 



was auch aus der obigen Formel für £ gefunden werden kann. 
Genau so kann man für die beiden anderen Gleichungen in XIII vor- 
gehen und findet dann (für m' = m"= mf" = n' « n"= »'"—0): 



r+1 


^ p — i 


^ = -'./+l 




r ,• ^+\ 





Multiplicirt man die Gleichungen XIII. miteinander, so wird: 

29a») 2:*— i)(r*— i)(^i*— 1) = — 64*2:2 r« ^8 

Da ferner aus 28*) 

r£== r— 2?— 1 

folgt, so findet man durch Mutiplication dieser drei Gleichungen, 
indem man nachher rechts die Producte je zweier der drei Grössen 
2;, r, J wieder durch obige Gleichungen hinausschafl't: 

Xip^ji^ 2:« — r8 + zf»+42;+4r-4/i— 4»2:+4iT-f 4*^— 8/ 
oder 

24* 
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S^njst ^ (2:4-2 — 20^— (r— 2-2/)«-f (^f — 2-f 2i)*+16* 
daher auch 

29b*) (2:* — l)(r*--l)(z/*-l) 

= — 64*{ (2; -f 2 — 2e)» — (r-2--20^ + (^ — 2+20*1+1024 

Aus den 12 letzten Formeln in 27*) erhält man ferner, wenn man 
für die 9 und t^ die durch 26*) definierten Werte einsetzt: 

. (-l)»'.2C 1D*-1 2E 



b) 



(e2-fi)— (— i)«»Är,(c«— 1) kD^ + i"^ "' £«+1 

F» — 1 

(— 1)'«»2M Aji Ä* — 1 



M^— 1) + (— l)-i^-iU»+l) t/.- i^* + l 



M^ + l) + (-l)»>A:,(^*-l) 2A;i(-l)*'«ig 
^^ ^i(^* — l) + (--l)»».Ä:i{^*+l) "" B*+l 



(C*-l) + (-l)«.A^(C2+l) ^_^^^ 2Z? 



■" (C»+l)-(— 1)-Ä:,(C«— 1) ' ' D^+1 

Sucht man nun aus b) B^ durch ^ auszudrücken, so findet man 

dafür 

A^[l + (— D-iÄ;^] — 2ik{—iriA - [1 — (— l)"!^] 



2^8 



^»[l+(— l)-iÄ;J+2iA;(— l)«iA— [1 — (— l)»'fc,] 



Multiplicirt man Zähler und Nenner dieses Bruches mit dem Nenner, 
so lässt sich die Quadratwurzel ziehen und man findet: 

n 4. ^^[1 + (-1)H./.J + [1 ~(-1 )>«»Ä^] 

^ "" ^ ^^[1 + (— l)"iÄrJ + 2iX-(— l)"»»^ — [1 — (— ir^kj] 

Um über das Zeichen zu entscheiden, könnte man wieder spe- 
cielle Fälle der Integrale (etwa k = 0) betrachten; kürzer gelangt 
man hier zum Ziele, wenn man -ö^+l bildet, seinen Wert in c) 
substituirt und daraus B bestimmt, denn offenbar müssen beide Aas- 
drücke denselben Wert für B liefern; in der Tat wird 

Ebenso erhält man ans c): 



A^ 



der elliptischeu Functionen > 



_ l -(-l)''.A;t / l + (-l)".m ' . 
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l-(-l)H.^j . 1-K-1)H,B 

and durch Substitution dieses Ausdruckes in b) entsteht: 

Ebenso folgen aiis der Verbindung von a) und c) die folgenden Re- 
lationen zwischen C und D 



31*) 






Und aus a) und b) : 



l + (— l)"»^i D— (— 1)**^ 



32*) 



F 



£ = 



( 1\mj 2 i ; 



Auch zwischen den vorderen Integralen bestehen Beziehungen, deren 
Herleitung nach obigem unmittelbar klar ist; es ist jedoch zu be- 
merken, dass diese Kelationen nicht mehr linear ausdrückbar sein 
werden, d. h. dass sich die Integrale nicht mehr rational durch ein- 
ander ausdrücken werden; man übersieht sofort^ dass man Qua- 
dratwurzeln hineinbekömmt; in der Tat ist z. B. 



C=»(- 



(-l)«.+m._ 






■,, [i-(-i)".^p 
^ — (1— t,»)* 



(1+*,)* 



u. s. f. 



Schliesslich wdll ich noch die einfachsten Beziehungen zwischen 
den Ihtegralcn ansetzen, welche aus den Formeln 30), 31), 32) ent- 
stehen, wenn man in denselben die sämmtlichen m und n gleich 
setzt-, sie sind: 
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+VS-> .+;■"■/ ^ 






i •* 



j — ^ 
^^ dnx 



4 



t««i / 1 — dx 

(1 + Ä>+ ^\/ ^ ^ + (1 -ifc,r \j ^^ "^ 









33») 



ysn.^_ j *+t/ 



snx 
dx 



dnx — 1 

€ 

1 — ^1 , , Panx 

dx 



,+"/; 



e^ J dn« + 1 





O 



, Pojix , Pcnx 
+ / — rtaj — / fix 



Pciix /*cnag 



\/ snx e^J cno; 



t ^ - 



cno; — 1 



c ' ^ cnoj 4" 1 





dno; 



.+/ 



+ f — dx 



dna; ^ '/ sna: +1 

— dx ^} 

^ ^^ cna; 4 



^.f sna; — 1 
Wien, im Juli 1881. 



e 

4 



Siebel : Unttrsuchungen über algebraische Gleichungen. 



375 



xxm. 



Untersuchungen über algebraische Gleichungen. 



Von 



Alfred Siebel. 



Fortsetzuiig tod N. XXY. in T. LXY. 



Artikel YUI. (§ 47-§ 61.) 

Zur Bcstimmang der coinplexen Warzelu. 

§ 47. 

I. Wir setzen die algebraische Gleichong in der allgemeinsten 
Form voraus: 



wo 




am{COtAm + isinAm)j Om > 0, Am ^0 



(1) 



so dass 



p(cos^+isin^), p > 0, ^ -^ 0; 



£ a^ ^n-m cos {Am + (n— m)d) 




Q=£ „ 8in( 





?1 



). 
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Es seien die Wurzeln dieser Gleichung zn trennen 
und näherungsweise zu berechnen, oder, geometrisch, indem 
wir ein Axensystem OXY zu Grunde legen : die den Wurzeln w = 
x-^-yi entsprechenden, sogenannten Wurzelpunkte TT mit den Coor- 
dinaten x, y aufzusuchen. 

( Die Wurzelpunkte sind die Durchschnitte der Curven 
^^^ \ P=0, Q = 0. 

Betrachten wir die Hülfsgleichung 

g(z) = £ßin^»* = 
(3) { worin ßfn = *m(C0S-öm + tSin JBm), Cm = kOm^ Bm = -4«+^, 

em = »+A — w, A, Ä: und t beliebig reell und constant. 



Es ist 



g{9)^F+Gi 
F = £kafn Q%i cos tCtn == ^Q^ (COS t . P— siu t . Q) 





M 



(3)a ^ Q ^ ZkamQ'mSmwm =- JcQ^ {sin t.P+ cos t. Q) 



wo 

(3)b g(z) « jfc (cos T -|- «sin t) r^/(a), 

woraus folgt: 

Diejenige Gleichung (3), welche aus der ursprünglichen entsteht, 
indem man die Moduln der Coefficienten mit k multiplicirt, die Argu- 
mente derselben um x und die Exponenten von ä um A vermehrt, 
hat ausser den Wurzeln von z^ = dieselben Wurzeln wie/(2)=0. 

( geom.: Die Curven 1^=0, 6? = gehen durch die 
^^^ 1 Wurzelpnnkte TT. 

Statt der gegebenen Gleichung behandeln wir daher 

der Willktlrlichkeit von Je, r, k wegen mit Vorteil die 

allgemeinere 

g{z) = 

« 
worin k der Einfachheit halber =1 sei. 

(Letztere geht in erstere über wenn > = und t « 0). 

Die erste Derivirte von g{z) ist 
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g\z) = l«m|5m»^«~l = F'+GU 




0'=^ „ sin( „ ). 



Auf Hülfsgieichungen von der Form (3), wo h gewisse Functionen 
von m sind, werden wir im Folgenden wiederholt geführt. 

II. Die Ausdrücke, welche entstehen, wenn man Fund G mit 
pi*"-^ multiplicirt, unter 

p vorläufig eine beliebige reelle Zahl verstanden, mögen 
mit H und K bezeichnet sein, 

sodass 

n r 

H^ 2;^amp'*+^'"*"C0SM?m «= Ä:p(cos«.P-— sin«. Q) 



(1) 

n r 

K=£ „ sinM?m= *p(sin^P+cos<.Q) 



femer diejenigen, die aus JT hervorgehen, dadurch, dass statt am, 
-4«, n : MOm, Am-i-v^ n-\-w gesetzt wird, wo u eine Function von 
m oder constant sei, bezüglich mit 

(2) K, K, N 

Nimmt man die Iste und 2to Aenderung vor, so entstehe 
K etc. 

Dann können wir schreiben 



(3) 



/f« -^ H = K 

(±180) (±90) 

iT = — K ^ - H 

(±180) (±90) 



(4) Kn = f^-^ Gn « k^f (sin « . P„ + cos < . Q«) 

u. s. w. 



(5) 


F= P, 

»(T) 


A 


und zur Abkürzung 







e statt em eingeführt: 
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IF' « i?;=r^-l(8m^.G?i+C08^.Fe) 
-1 -1 

Zwischen den partiellen Diff.-Quot Ton Fnnd G nach ^, p, x, y be- 
stehen die Relationen: 



(7) 



(8) 



dF dG 

SG . 3i^ , ^ 

dx By 

dx dy 



Die Gleichungen (7) und ebenso (8) sind die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die complexe 
Function 

F'\'Gi eine Function der complexen Yariabeln z sei. 

Die Einen lassen sich aus den Andern ableiten. 

III. Hat die Gleichung A « keine gleichen Wurzeln, so ist 

II) nicht zugleich P = 0, Q == C, i^' = und (?' « 
2) „ „ P= 0, Q = 0, F« « und (?, = 

(siehe IL (6)) 

geom.: Die Wurzelpunkte W von/» = und diejenigen der 

Derivirten g'{z) == von g{z) «0, die zugleich der Glei- 
chung gM = -^«+ ö^«» ==* angehören, liegen von einander 
(l)a l getrennt, 

allgemein gilt dieses von den einfachen Wur- 
zeln einer beliebigen Gleichung /(«) =0. 

Die Curven F«==0, 6? = schneiden sichlin jedem Wurzel- 
punkt W rechtwinklig. 

Denn die trigonometrischen Tangenten der Winkel, welche die 
Tangenten in TT an diese Curven mit dem Radiusvector OT^'^ bilden, 

TP C 

sind 77 und ^, ihr Product ist = — 1 ; diejenigen der Winkel 
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der Tangenten mit der -X-Achse: ^ und — -p/ (das Product ist 

1). 

Allgeraeiner: Die Curven 

vP-f-t*Q = 0, 

/2) / unter uund v einwertige, endliche, stetige Functionen von 
^ und Q {x und y) verstanden, gehn durch W und 
schneiden sich in jedem einfachen Wurzelpunkt 
rechtwinklig. 

(2)a speciell gilt dies von ir=0, JT^O (P=0, 6? = 0). 



§ 48. 

I. Im Folgenden bezeichnen wir Ringstücke, begrenzt von 2 
Kreisbögen aus und 2 Radien dureh und Rechlecke mit zu den 
Coordinaten- Achsen parallelen Seiten, in welchen Gebieten K (§ 47. 
U. (1) dasselbe Vorzeichen besitzt, bezüglich durch: 

(K) und [Ä-], 
analog 

(ff) „ [ffh 
ferner solche, wenn sowohl H als K ihr Zeichen behalten, mit 

(H, K) und [^, K]. 

Die Gebiete in erster Reihe lassen sich, wie wir zeigen werden, 
in einfacher Weise bestimmen, mithin wegen H= iT (§ 47. II. (3) 
auch die in 2ter, schliesslich die in dter als (ff) und (K) gemein- 
sames Ringstück, bezüglich 

[H'] und [JT] gemeinsames Rechteck, 

Hierbei können die in H und K vorkommenden p von einander 
verschieden angenommen werden. 

Die Ecken solcher Gebiete seien der Reihe nach 

A B C D 

und zwar die Coordinaten hierin: 

^1^1 ^1^2 ^%Qi ^2Qi 
resp. 

sCit/t x^yi a^yg ^it/9 

WO 
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^2 > «i> y» > Vi 

Kriterium I. In jedem Gebiet der Zahlen-Ebenen, 
speciell in: (K) und [^, in welchen das Vorzeichen von 
iT dasselbe bleibt, liegt keine Wurzel. 



(§ 47. I. (4), G ^ 0). 
Kriterium II. In den Gebiete 



"•• iw w)' ^^^ *"'^ "'^ 



höchstens Eine Wurzel, und dieselben haben folgende 
Eigenschaften. 

dF dF 

Da g- und g^ (§ 47. IL (7)) ihre Zeichen nicht ändern, so 

liegt auf jeder Seite des Umfangs, sowie innerhalb auf jedem Kreis- 
bogen aus und jedem Radius- Vector höchstens Ein Punkt, worin 
F = und zwar keiner, einer, je nachdem die Vorzeichen von F in 
den Endpunkten gleich oder entgegengesetzt sind. 

Daraus folgt, dass in dem Ringstttck entweder überall/* das- 
selbe Zeichen besitzt oder die Punkte, in denen F=0 
ist, eine zusammenhängende Curve bilden. 

Es behalten aber auch k- und g^ (§ 47. n. (7)) ihre Vor- 
zeichen, sodass dasselbe in Bezug auf die Curve G=0 gilt 

Ferner: In einem der beiden Curvenbögen entspricht 
jedem grösseren ^ ein grösseres p, in dem anderen da- 
gegen ein kleineres, beide können sich daher höchstens Ein- 
mal schneiden, nämlich unter rechtem Winkel (§ 47. ID.. (2)a). 

Das Gebiet enthält 
a) keine Wurzel 

a) wenn in -4, jö, C, D die Vorzeichen von H (oder, und die 
von K) mit einander übereinstimmen, und zwar findet dieses statt, 
falls 

1) Ä>0, ffe>0 und -^inl^ oder /Tinj^^O 
2^ -> ^ ^^ ^^ 
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3) Ä,<0, fl;>0 und *^in|n oder B 'm\, 



»1^50 



4) < > ,. (^ „ („„ 

ß) wenn in den 4 Ecken weder H noch Ä gleiche Vorzeiclien 
haben and diejenigen Punkte des Umfangs, wo F -^ ist, anf Einer 
Seite der Verbindungslinie derjcnigeu zwei liegen; worin G = 0. 

b) eine Wurzel 

folls die Einen &nf entgegengesetzte Seiten der Verbindungslinien 
der Andern fallen. 

Kriterium III. In den Gebieten: \^, ^\, [ff,+i, Är+i] 

liegt höcbsteua eine Wurzel, und es gilt für diese Ana- 
loges wie fUr die ad Kriterium IL 

Das erstere, letztere jener Kechtecke ist ein solches, in dem die 
Vorzeichen der Bestandteile der ersten Derivirten von g(i) — F-\'Gi, 
+1 +1 +1 
g(t) — F-\^ Gi (siehe § 47. II. (2)) dieselben bleiben. 

II. Durch wiederholte Anwendung der Kriterien I. und II. oder 
I. und m. las st sich jeder einfache Wurzelpnukt H' von 
den übrigen trennen, d. b. jeder für sich eiUBCbliessen in ein 
Gebiet der Polar- resp. rechtwinkligen Coordinaten. 

Denn wegen der WillkUrlichkoit von c können die AnsdrUckc 

H, = fP->-F, -= kQP(coat.P, — smt.Q,) 
K,= qt-^ G, = k^iaiat .P,-\-coii.<i) 



fdr jeden einfachen Wurzelpnukt und wegen § 47. 
jeden hinrcichoad benachbarten Punkt von null v 
gesetzt werden. 



ein Polarcoordinaten-Gebiet, begrenzt 



einerseits von *(, und ö'>- #o 
anderseits „ p« « e'>*o 
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und bezeichnen wir eine untere Grenze einer Function g>(d, p) io 
Bezug auf @ durch 

< < 

<3p(^, p), kürzer durch ^, 

ferner solche Grenzen, g> als Function und von 

d" oder Q aufgefasst, 
mit 

< < 

ähnlich obere Grenzen, und zwar 

< < < 

<p constant, (p(9) nar von g, <p(,Q) uud von 9 abhängig. 

* 

(Demgemäss ^ = -^o • • • Q ^ Q')- 

Unter 

< < , 

wollen wir die Ausdrücke q>(d) worin q « p^^ q\ verstehen, 

Ist 

< 

q>(9) « V;>(q) > zwischen Qq und p', so ist 

V(^, p) > im Gebiet ®. 

Dies ist der Fall, wenn ^(p) > 0. 
Hiernach lassen sich zunächst 

1) Gebiete: {K) mit gegebener Ecke z. B. ^ 

2) 99 (-ffi Ä^) ?9 ,9 99 99 -^ 

bestimmen. 

Ehe wir hierzu übergehen, schicken wir zwei dabei zu lösende 
Hülfs aufgaben voraus. 

Die gegebene Ecke habe die Coordinaten ^^ und p,. 

IT. Ad I. 1) ist die Bedingung zu erfüllen: 

(1) K{^i, Pi) > 0. 

Es ist 

K{^i9i) -= PiP(sin<i.P+cos«, .Q) 
wo 



« aber algebraiii:ht Gltichungtn, 

(, = T-|- id, ond in P, Q : # — öl und p — p. 
Fuhrt man 

5= + yF»+Q»>0, Q — Ssinff, P=ScoBir 
ein, 80 BDtsteht 

(2) J(#,e,) = e/.S8iD{ff+(,). 

Daher mnss: 

j «i''>0, d. h. faUB p,^0:p = 

t und 3iii((j+(i) >0 sein, 

woraus sich ftlr t nnd A die lineare Relation ergiebt: 

«+(, ^ einem Wkl. zw. und 2R oder 4R und 6R ... 
/ Bei gegebenem X nnd p ist 
t^\ ) K(6jQi) ein Maximum 

( a-|-I, = Ä oder 5Ä ... 

III, Ad I. 2) hat man, damit 

Ä>0, Ä>0 
die Bedingungen: 

Pi? >■ (p = wenn q^ = 0) 
am(ff+i]) > 0, eoB (o+tj) > 0. 

Dies giebt zw. t und il die Gleichung Isten Grades: 

ö+t, = Wkl. 3IW. und Ä oder 4Ä und 5Ä . . . 

RK ist ein Maximum, wenn 

ff+'i — 2 ***^'' ^2" ■ ■ ■ . 
oder was dasselbe, indem H = K: 



} 
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Bestimmung von Gebieten: (K) mit einer gegebenen Ecke. 

§ 50. 

Besonderer Fall: Pi =» oder q^ =od, O, — -^j = 4üf «= 3G0 
I. pi — 0. 

Gesucht p2f ^* ^* ^iiiG untere Grenze der Moduln der 
Wurzeln. 

Es ist: 

Wir setzen X = 0, p = 0, r =» 90— -4h, sodass Ä'(^iPi)=aw>0. 
Für ^0 — ^1 beliebig, ^'— 0i+4R bat man (siehe § 49. L): 

< 

K(^) =. — aop»* — ai(*»»-i— ... — oh-i^+o* — t^(p). 

Ist ^0 cJ^ö untere Grenze der positiven Wurzel von t^(p) = 0, so 
genügt 

an*) 

speciell — -j , den grössten der Moduln or^ or+i ... mit or^ 

^^H-röo.H— 1 

bezeichnet. 

II. p2 == 00- 

Gesucht Qi^ d. i. eine obere Grenze der Moduln der 
Wurzeln. 

Für die Ecke B ist: 

J^i^iQi) = aoP,-+^8in(^+T+(n + A)Oi)4- . . . 

Wir wähkn i) -= 0, X — — w, r «= 90— ^o> wodurch ^(^ip,) « flo>^ 

In Bezug auf die Grenzen ^o = ^i ^^d ^' «= ^j-)-4Ä ist 

< 

K{&) — OoP"— aip"-i — ... oh-i^ — Oh ==• ^(p) 

^j =:= ^' « obere Grenze der pos. Wurzel von ^{q) = 0, 
eine solche ist 

«0 



♦) und •*) Vcrgl. J. A. Serret, Handbuch d. höheren Algebra, dcnUch 
Ton G. Wortbeim. 
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in. Zahlenbeispiel. 

/{:) = 2«— 5i*+11b*-17.3 + 183»— 12Ü+6*). 
Hier ist «(, — 1, o, = 5 . . . «g = 6 

^, = J, = ^j = 2Ä = 180. 
Maa findet die Moduln der Wurzeln zwischen 0, 3 und 7 liegend. 



2ter Fall: p, = oder q^ ='x>, d^ und 9^ beliebig. 
I. e, = 0. 

p, geancht, d. h. eine untere Grenze der Moduln der- 
jenigen Wurzeln, deren Argumente zwischen d, nnd 9 
liegen. 

Für #0 = *i and *' — *» 'Bt 

< - < 

£(») — ro„p"+p-"'.sin«w — *(?), 



wo 

B„ = e = «+i-m. 
Sei 

Bo ist, wenn 

Ist 

> < 



SO kann t so gewählt n 
nnd 2R fallen, mithin 



Nämlich wie folgt: 

Die T = entsprecl 



*) F. C. Jelinek S. J. 
T*U Lxm. 



386 Sieb eh Untersuchungen über algebraüehe Gleichungen. 

Im Fall emy>0 sei Ä;4ß das grösste ganze Yielfadie von 
AR » 360, das in D^ enthalten ist (k ^ 0) ; ferner 



u « D^—kiR, V « £>, — ib4RC>tt). 

Liegt u zwischen and 2Ry v zw. und 2i2, so liegt 

T zw. und 212— V oder 
„ 4ä — u und 4ä; 
anderfalls „ 4Ä— u „ 6Ä— -». 

Im Falle «m <C setzen wir 

' 

t*« Dfk4M, v = Di—kiROu) 

wo A; eine ganze Zahl sei, so, dass 0<Ctt<C^> in» Uebrigen wie vor. 

Ist hiemach 

< 

sinu»« > 0, p « 

oder <; 

= 0, 8intr«-i>0, p = — 1 

so ist 

^2 = untere GroDze der positiven Wurzeln von t^((>) «« 0. 

II. ps «- 00. 

gesucht Qi, d. h. eine obere Grenze der Moduln der 
ihre Argumente zwischen ^^ und ^^ habenden Wurzeln. 

Ist in Bezug auf die Grenzen ^o = ^i ^^d O' = O2 

< 

sinu^o > 
oder 

: < 

„ = 0, sin M»i > 

und macht p das letzte von null verschiedene Glied in ^(q)^ wenn 
g unabhängig, so gentigt 

Pi « obere Grenze der positiven Wurzeln von ^(g) = 0. 



§ 52. 
1. Bsple. zu § 51., I., Gig. wie in § 50., III. 

A«0, |>«0, t = Ä 



Siebtl: Ualersuthungen über algrbraisehe Gltichangtn. 387 

Pi — 0,35. 

2) Ö, - f , #, = Ä. 

A = 0, p = — 1, T = 2E: 

n>(f) «"— 5e*— O.p* — 17p»— 18p + 6y2 

p. = 0,35. 

3) e, = 0, #, " 10. 

i = 0, p = 0, T =- Ä: 

if-f«) — BiD30p« — öpis+llsinSOp* — 17p»+18Biu70.p'— 12p+6 
p, = 0,8. 

4) 0, = 10, e^ -= 20. 

A = 0, p = 0, T = ä: 

*<e) aiii30.e«-5sm40.p* + ll3iiilOp*— 178inC0.p* 

+ 188in50.p*— 12sin80.p+6 

Pa - 0,6. 

5) #, = 80, *s = 90 = if. 
A — 0, p = — 1, T — 2JJ; 

p, = 0,6. 

6) #1 - 70, 6j = 72. 
i = 0, p = 0, t = Ä: 

Pi = 0.7. 

7) *t = 30, Ög = 32. 

i = 0, p= - 1, T- 2if: 

p, = 0,5. 
IL Bsple. zn § 51., II.,/(2) wie vor. 
1) »1 = 0, #, = 10. 

a) A = 0, p — 0, t — Ä (zw. nnd 120) : 

p, = obere Grenze der Wurzeln der Gig. in L 3) 
Pi"9- 

b) X 6, p = 0, T^ R: 

^Iq) = p^— 5e^+IlBin70.p*— 17pä+188in50p»— 12p+6ain30 
Pj ~ 4 (günstiger als ad a». 
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2) ^1 == 10, e^ = 20. 

X«0, p — — 1, T = (zw. und 60): 

t/;(p) « sinÖO.^*— 5p*+llsin40.^»— 178m60.p«+188m2O.p— 12siB20 

Pi-6. 

3) -^, « 70, -^8 = 72. 

a) A — 0, p « — 1, r *= 0: 

t^(p) « 8in60.p*+0.p*— ll8in80.pH-178m30p«+188iii36p— 12m72 

(»1-3. 

b) A = — 6, p « 0, r = Ä: 

,/,(p) « p«— 58in20p^— Il8in54p*+178in54p»+188inl0p*— 12H-^sinl8 
i|i(3) <1 0, p, > 3, d. i. ungefähr wie ad a). 

4) ^1 « 30, «•, = 32. 

A = 0, p =* 0, r = 2ä (wie I. 7)). 



§ 53. 
Allgemeiner Fall, l8te Methode. 

L -4 -= (^1 pi) gegeben, C « (^^Pä) ge8ucht 

Wir wählen ^o ■" -^n ^'=="^0+^, ö zw. und einem 0,00), 

welches 8o klein sei, dass fttr die Grenzen ^o ^^'^ i^^^ ^^^o'f'^ 
sowie »» = 0, 1, . . . n: 

< < > 

(1) sintern entweder =» sinu^m oder =» sinu^. 

Ist 

< . .0 

«m > 0, so t/?m « -4«+T + «»,'^o, SOi = M»i« 

sonst umgekehrt. 

In Bezug auf jenes feste ^o ^^^ variable 9' (zw. -^o w^d ^o"Mi) 
hat man: 

(3) Ä'(^) « 2?arp"+i'-''8infi7r+2:a,p«+P-«8in(ir,+€,ö), 

d. i. eine Function von B « ^' — -^o» ^o 
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S8U 





tfr cos Wr > 0, et COS tOt <C 0, 



Ib. die Iste, 2te <2? aosgedehnt über alle m für welche «mcostrm^, 
0. 

Es sei 

< 

g,(0) — jr(^i Q^) > (siehe § 49., IL) 

6' eine untere Grenze der pos. Wurzeln von <p(6) 

le weiter) sodass 

9(Ö') > 0. 
iesslich 

^f ■- ^1 -f- y 



-0, 



p, so nahe an ^|, dass if(Q) » JT (^) — zw. ^j und ^ 

pos. Vorzeichen behält (t(ei) — 9(0') > 0). 

Ermitthing von ff. 
Die beiden ersten Derivirten von tp(6) sind 



q>' (ö) = — JBc^ Oi^i^+^^COi», 

^"(0) — — Ä,«a.fi»+^»«inir, 



/ 

Da wegen (1) cosr« nnd cosr« gleidie YorzeicheD haben, so iü 
iCOSir, <C0. 



Zwischen 6 = wad 6 '^ 6^ 'ut fiolglich f»'(tf) < und bat 
[aiit 9(0) -. hddttteos Ena Wvrzel iiad zwar 



Im Isten Fafl 



oe) 



•oldie. 



Im 2teB Itat Mh r lekM *arA VnMgm tedea. 
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2) ^^ = 10, ^4 = 20. 

X =3 0, p — — 1, T = (zw. und 60): 

t^(p) « sm60.^*--5p*+llsiii40.p»— 178in60.p«+188in20.p— 12sm20 

Pi = 6. 

3) ^, = 70, ^8 = 72. 

a) A — 0, p — — 1, T *= 0: 

t^(p) « 8in60.p«+0.p*— ll8in80.pH-17Bin30p«+18sm36p— 128iB72 

b) X = — . 6, p « 0, T = Ä: 

,/,(p) « p«— 5sin20p^— ll8in54p*+178in54p»+188iiil0p«--12H-^iol8 
i|i(3) <C 0, (>, > 3, d. i. ungefähr wie ad a). 

4) ^1 « 30, i>, « 32. 

iL « 0, p =- 0, T = 2Ä (wie I. 7)). 



§ 53. 
Allgemeiner Fall, l8te Methode. 

I. -4 «= (^1 Pi) gegeben, C — (^^ Pi) gesucht 

Wir wählen ^o =» ^i» ^' === ^o + Ö» ^ zw. und einem ö,0 O), 

welches so klein sei, dass für die Grenzen -^o ^^^ i^^ ^<^^o+öi 
sowie w = 0, 1, . . . n: 

< < > 

(1) sin u?m entweder = sintom oder «» sin trm- 

Ist 

«« > 0, 80 «?«• =» -4«+^ + ^^(b sei = rcm 

(2) ^ "^ 

sonst umgekehrt. 

In Bezug auf jenes feste ^o ^^^ variable ^' (zw. ^o ^^'^ ^o+^i) 
hat man: 

(3) K(^) — 2?arp"+^-''8intt?r+2:a,p»«+P-«8in(tr,+€,ö), 
d. i. eine Function von Ö = ^' — -^o? wo 
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er COS tür > 0, ea COS Wg <^ 0, 



d. b. die Iste, 2te £ ausgedehnt ttber allem für welche «m cos trii»>, 
O. 



£s sei 

(5) 9(0) « Jr(^i ^i) > (siehe § 49., II.) 

(6) 6' eine untere Ghrenze der pos. Wurzeln von (p{6) » 0, 

(siehe weiter) sodass 

9>(d') > 0. 
Schliesslich 

(7) e^^(^^+e' 



(8) g^ so nahe an p^, dass ^(q) » £* (^) « zw. pi und o.. 

Das pos. Vorzeichen behält (if'(ei) =- g>(Ö') > 0). 

Ermittlung von (9'. 
Die beiden ersten Derivirten von (p(6) sind 

g)' (ö) = — Ä« ei«pi*+P-»cosuj« 
g)"(d) « — Äa^OiPiM-p-'sintr, 

i 

Da wegen (1) costr« und costr« gleiche Vorzeichen haben, so ist 

e«COSw»j<C0. 

Zwischen Ö = und Ö = d^ ist folglich g»'(d) < und hat so- 
mit (p(6) -» höchstens Eine Wurzel und zwar 

jenachdem g>(di)^0: . > solche. 
Im Isten Fall kann man setzen: 

Im 2ten lässt sich 6' leicht durch Probiren finden. 
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Soll exact yerfahren werden, so nnterscheiden wir folgende FUle, 

indem wir beachten, dass (p"(6) mit 6 wächst (da sintr« abnimmt 
für jedes s) : 

1) 9>"(0) > 0. 

g>"(e) ist > zw. und öj, daher genügt ö' = — ^kÄ (Eni, 
Näh.-W.). ^ 

2) 9"(öi) < 0. 

Hier ist (p"(e) > 0, folgl. 6' = 6^ ;^)^^ (Kegula falai). 

3) (p"(0) < und (p''(ei) > 0. 
sonst 



Ä' __ ?Li2) . |//y^(Q)V 2(p(0) ♦) 

^'^ 9"(0)''"r WW'~9>"(0)" 

n. -B, C oder i> gegeben. 

1) B » (^^ ^,). 

wie ad I. statt q^ und ^^ gesetzt 

2) C oder A 

< 
^ — ^2 , ^0 =- ^«^ ö » öl wie ad I. , so dass K (d) = 

-rarp»«+^-»' sin Wr + ^ot^^+i»-» sin (tr« — c«ö), Cr cos trr < 0, 0« COSir« > 
u. s. w., wie vor. 

§54. 

Zahlenbsple. zu § 53.,/(«) wie früher. 

1) Vi « 30, p, « 1. 

1 r. ^ . Q(30,l) —0,38526 , ,„ ^ 

so dass nach § 49. IT. t = 99 : ein Maximum von K(dOy 1) entsprich^ 
T sei » 90, so hat man 



^) Anwendang des Kriterium II. des Artikel I. § 3. auf die transcendeote 
Gig. 9(d) = 0, das dortige F^x) = Jl(x— A)«. 
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^(ff) = — ^«+5Bin60.(.»— Il8m(30+4fl).p*+0.c» 
+ 188in(30— 2e).j»— 128in60.p+6 j 

wenn 69 < 360, 56 < 60, 49 < 60, 3fi < 180, 2e<120, 9 < 300, 
d. i. 

e, = 12. 

Da 

V<1) l+&Bin60-llBin34+0+188in28 — 128in60+6 

= 1,237>0, BO genttgt 

9'- 1. 
Nnn hat 

*(*) fl*+5Bin60p»— llBin34p*4-0p>+18Biii28** 

— 128in60e + 6 — 
scwischcn 1 nod 1,4 keine Wurzel, daher 

*, - 31, ft = 1,4- 

2) Wir nehmen an, die reellen Wurzeln von f{x) -■ seien an- 
nfihemd — 1,54 und 2,26 gefunden. Zwischen denselben ist 
/» — Q < 0, daher Q > 0, d. i K(9, t) > 0, worin A = 0, 

(90) {3Ä) 

y = 0, « = Sä. 

Setzen vnx % = 0, e^' — 8, bo ist 
r(#) — — p«4-5coB59.fl»— ll»*+17coa39.p»— 18p»-}-12cOBÖ.f— 6: 
wenn 66, 46, 26 < 360; 56, 36, 6 < 180, mithin 

6 < 36, sei — I. 
Dann ist 

K(9) — t{p) > zw. p = 1,6 nnd f =- 2^, 

wel(Jie Werte, wie vorauBzusehen war, zwischen jenen Wnrzeln 
liegen, was die AnfBuchnng jener erleichtert 
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K(^tQt) wird ein Maximum, wenn ^ == 3Ä oder 
A « 0, |) « gesetzt: t «= 3ä. 

Für ^' = 90, ^0 «= 90 — ö ist 

< 

jg'(^)c-co86Ö.p«+0.p5 — ii^4-.178in3ö.^8-f 18co82d.^H-0.e— 6 

falls 60 < 2Ä . . . ö < 2ä, also ö "^ 30. 

Sei ö ^ 1, so äW > zw. ^ = 0,8 und ^ « 1, sodass 

^1 === B9, ^1 = 0,8 
(oder wenn ^j = 1: ^, « 89, p, = 1,1). 



§ 55. 
Ute Methode. 

I. Gegeben die Ecke A = (^^ q^). 

Es sei p und X beliebig, t an die Bedingung geknüpft (§ 49, IL) 

(1) ä:(^,P,)>0. 
K lässt sich auf die Form bringen: 

(2) K{^, q) = K(^^ e) + (^ - a,)H^, p) 
wo X(^, p) eine ganze Function von ^ und -^j ist: 

^(^1^) ^ZZ^gT 

sm g--^ 

«= 2:2am pw+P-« r; ^^ cos Wm 

v — Vj 



2:,(^,()) = -Som^H+p-m^^^cOSTT, 




wenn 



„ sinÄ , , (^— ^) 



(4) 
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Wir wählen die Grenzen des Gebietes ® in § 49. I. wie folgt: 

Po =- 9u q' beliebig O Qq), ^q =- ^u 
and 

= 4ß 

1) falls ^>0:^'~'^o<;qrx 

2) „ A«— n: «<irx 
\ 3) „-n:rA<0: „< „ und<;;^ 



Bodass 



(5) 



ad 1) «m>0, B«>0 

2) < , < 

> > . < . 

3) =» , — für m— n+A: 

< < > 

Folglich ad 1) resp. 2): 

> > 

< < < > < 

L(e) = -So« (»~+P-»~ Bm (cos Trm)+ + ^Om p"+i^»» Bm (COS Wm)", 

die Iste, 2te £ ausgedehnt über alle m » 0,1 . . . n für welche 
< 

cosTKw das +? ~ Zeichen besitzt; wie in der Formel angedeutet 



ad 1) ist 

^ n 



< 29in---y-- > 



.gv ; entsprechend ^ = d', ^^ 



< 

ad 2) umgekehrt 

Unter S irgend eine Summe von positiven und negativen Glie- 
dern verstanden, wollen wir im Folgenden die Gesammtheit der pos. 
mit iS+, die der negativen mit: — S^ bezeichnen, sodass 
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Darnach: 

< < < 

(7) i(*) = X+ {») - L-(e) - M((f) 

< 
< > < 

ad 1) L±(e) — ± £amBmQ''^l'-^(COBWm)t 

> 

< > 

2) „ = ± ^Omßm p»*»»-« (cos Pr«)T 



(8) 



< r < n > 

3) L+ (») - 2;aM5'„p"+i'-»(C08 Wm)+-{-£amB'mle4n Wm 

» r-t-1 

< «• 

L-(») = — 2:a„i^»c"+P-"(C08ir«)- 



— £amBm{caiWm)* 
' WO 

Eine noch von *& und q abhängige, in Bezug auf ^ lineare un- 
tere Grenze von K{^^ q) ist 

< < 

(9) K(^, q) « K{^t q) + (^— -^j) M{q) = g>(^, p). 

< 

1. Fall: M{q) > 0. 

Wegen (1) ist q>(^^ q^) > 0. 

Daher genügt 

^, = ^' 

no) j ^« ^p\ 80 nahe an (>, dass t/;(9) zw. q^ und p, positiv 

( bleibt. 

< 

2. Fall : M{q) < 0. 

Man hat für ^^ und p« die Bedingungen 

^ 9>(^*Pi)>0 

) g>(^2 9) = '«f (^) > zw. Pi und P2 

(10)a ^ < , < , 
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n. Ecke D = (^, ^) gegeben. 
(1) ... (6) wie ad L, statt ^, :^a gesetzt, ^'= ^3(^0 < -^2) 

M(q) = Lm « I,4.('^)--X-(^) 

< 

> > . > 

ad I. 1) i:iW = ±2:amBme"+^-*"(cosJfm)* 

< 

> < ^ 

ad I. 2) L±(&) « ±£afnBfnQ'''^P'^(COsWm)^ u. s. w. 

> 

Ist 1) M(g) < 0, 80 genügt 
Oj = ^0, ^s = p'9 80 nahe an pi, dass K{d'2 q) > zw. ^1 u. g^- 

> 

2) Jlf(^) > 0. 

(p(&i Qi) ^ liefert ^i, g)(^i ^) = : 9». 

III. B oder C gegeben. 

wie unter L, 11., statt Qi : q^ eingeführt. 



§ 56. 
Illte Methode. 

I. Gegeben sei Ecke A = (^, ^1). 

Wir wählen das Gebiet ® (§ 49. I.) so, dass Ä in dasselbe ftllt 

IA und ^'—^0 wie in § 55., L, (4), Fall 1), 2), 3). 
jj « (oder ganze pos. Zahl) ♦) 
T so, dass ^-(^1 Pi) > (S 49. IL), 
und bringen K auf die Form: 



*) Ist ansm{An+r+k&) «0, so istf = — 1 zulässig (siehe 

•S 69. n.). 
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wo 

L und 3/ sind ganze Functionen von ^p, ^ipi, wenn Ar und i^ solche 
sind, am einfachsten 

jb =n — ifcj = 0. 

Dann ist 

(3) I/(d q) wie im § 55. I. 

(4) M(^, q) - 2:0« ^ — -f sin(^« + T+«.H^,) 

d, ^ seien bezüglich > ^j, ^^ und mit diesen innerhalb ® variabel 
untere Grenzen von Xr, 3/, Ä" sind 

< 

wie in § 55. I., statt Wm : trm gesetzt 

p VI 

< < < 



linear in Bezug auf d und 9 



< < 

X = 9(p) 



*) Auf ähnliche Formen lassen sich die ganzen Fanctionen beliebig vieler 
Variabein bringen: 

(F{u,v,w) - F(ui ü, fr,) + (tt~u,) r;+(r-^t?,)K+0<?-tri)Tr). 



Siibtl: UniirmcAungen üitr algebraiirhe GUicivngtit. 
■d (1) 1): 

< < <; < 

1.4. - ir»(«; (,), i- = Ä.(»,j') 
B B 

1 "1 (I) 2): 

< •> < > 

it = -»-(»,«.), i- = -»+(»,»') 

j B B 

I «d (1) 3): 

< < > 

I+-H+'l», ».)-»-"(», f.), etc. 



wo zur Abkorznng B = B^ B'=Bm' (S 55., I. (6)), ff(a 
«io in § 49., I., H' die Snmrae der ersten r + l Qlieder, 



der Dbrigen von H, r 



< < 

< < < < 

(,«+= X4-(»(,), e'M-- KiO,') 
n+p~m n+p— m 

< < < < < < 



Scbliejslich */ 


and 


t, ^ ' hinreichend nnl 


nnd 0, und znar falls 








.■ i>Oniid «>0, s 


», -»■ 


Ps = P' 


1 > 


< , 


, .,<•' 


"(»if, 


(9) { 


> 


, Ä(».f,)>0 


f.<p' 


' < 


< „ 


, »(»,f,l>0 





U. Aehnlicb wie vor, wenn eine der Eclieii B,C,Dgi 
An die Stelle von I. (5) tritt beztiglich 
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< < > 

> > 

> < 

„ - isr(#, e,) + (* - *,)i: + (p - Pi) üf = „ 

Wir unterscheiden wieder die 3 Fälle 1), 2), 3) in § 55., I. (4) 

> > > > 

ad 1) ist i+ = Hi(9, q'), L- - J7_(#, p„) 

> < 

B B 

< < 

< > 

B B 

> < > 

„3) „ - /r+'(*,p')-Ä_(*,p'), ähnlich Z,_ 



B B 

> > > > 

n-f-p — fn ^~\~P — ^ 

n. 8. W. 

III. Wir können im Vorigen auch von der Bedingung Ä'(^,^i)<0 

> 

ausgehen und bewirken, dass K{&q) < 0. 

Ad I. tritt dann an die Stelle von (5): 

> > > 

Beides lässt sich wie folgt zusammen fassen. 

Es sei T beliebig, bezeichnen wir die in unserem Gebiet @ will- 
kOrlich gegebene Ecke von (K) mit E^ = (^iPi), die gesuchte mit 

Äj = (&q)^ und ermitteln wir nach dem Vorigen , wenn K(&^ p)== 



. ) untere ) ^ ^ 

eine ( , > Grenze von K: 



S 
< 



wo falls 
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< 

Ei=:AiU=L, 



1» 

L 



D 



>> 



< 
> 

M 

> 

< 

M 



»» 
» 

> 

M 



(wie früher diejenige Ecke des zu suchenden Gebietes (K) mit 
\ k\ ^zhw.,welchedie < «-xg-teu ( Polar-Coordinaten, mit \ ^ > die- 
jenige, die dasselbe & wie l ^ ) hat). Dann haben wir die Bedin- 
gungen zu erfüllen, dass E ein Punkt in ® sei und bezüglich 

g>(^^)<0, g>{»Qt)%0, (p(»,q)%0, (<p(»tQd%0), 

Mittelst dieser Formeln können wir eine Keihe zusammenhangender 
Gebiete (K) bestimmen, in denen keine Wurzel liegt. Sind ü und 
V einmal berechnet, so ist bei jeder neuen Lage von E^ nur noch 
^(^i^i) auszurechnen. 

§ 57. 
Bspl. zu § 56. III.,/(«) wie früher. 



I. ^0 = 70, ^'-72, eo«l, ?'=1,2 

A=0, |> = 0, T =« 90, sodass K^Q^P, ff^-^Q 
(§ 47. n. (2)) (90) 

1) E^^A = (70,1) 

iS:(70,l) « 0,3155 > 

K((^q) = 0,3155 + (^ — 70) U+(q — 1)V^ (p(itQ) 

< < 

U=I»; V=M 

< > n 

Bm = Bine, Bm = lee^ wo ««n — wi, ^ ^ Tö^" 

< 

Zur Berechnung von L hat man zunächst 



■■ Q 
(180) 
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H^{») =- Qj(^) zu bilden: 

+ 18 nn 2^ . p» + 128in(Ä+ ») . q 

> 

Q^(ir) « 11 sin 72. p* + 12 sin 70. p 

> 

Q+(^) — 8in72.p«+58inl0.p*+178iu36.p5+188in40.p« 

< > 

L+ « Q(^;l) =- 1 1 sin 4 sin 72 + 12 sin 1 sin 70 = 0,927 

sinc- 

< > n 

L^^ Q(^;l,2)« 707^(6. l,2«8in 72+5. 5. 1,2»8inl0 

ke ^^ 

+ 3.17.1,2»8ina6 + 2.18.1,2«sin40) = 1,972 

ü -» 0,927—1,972 == — 1,045. 

< 

Ferner zur Berechnung von M: 

< < 

P=cos6^.p«+5cos(2Ä+5^0.^*+ ... +6 

P+(^) -= cos72.p«+llco880.p*+17co836.p3+6 

< 

p_(^) = 5p* + 18 cos 36 . p«+ 12 cos 70 . p 

Af+ =P+(^;1) = 6co872+4.11co880+3.17.co836 = 50,75 
e 

< 1 < 

3f- = r^ P-(^;l,2) — 5.5.1,2*+2.18.1,2co836+12cos70=90,89 

7= 50,75 — 90,89 40,14 

g,(^, p) = 0,3155— 1,045(^— 70)— 40,14(p— 1) > 

z. B. 

p = 1,001 ; ^ « 70,26 
oder 

^^ = 70,2; p — 1,0026 

2)£;i=^-(71;l) 

Jr(71 ; 1) « 0,2533 > 

^(it^Q) » 0,2533— 1,045(^ — 71) — 40,14(p — l) > 
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z. B. 

^ = 1,001; ^==710 12' 

^«710 6'; p = 1,0037. 

3) ^=^ = (710 15^ 1,15) 

I[(^^Qi) = 0,00525 (FehlergreDze ±3 in Einheiten der 5ten 
Decimale). 

g,(^^) « 0,00525 — 1,045(^—71,25) — 40,14(^—1,15) > etc. 

4) E^^D (71^ 17'; 1,154) 

^i^iQi) ^ — 0,00415 (Fehlergrenze wie vor). 

(p(4^ p) = — 0,00415 — 1,045 (^—71,25) -40,14 (^— 1,154)<0 etc. 

U. ^^ « 70, ^'= 72, Po *- 2, (»'= 3 

jl «. 0, /> == 0, T « 90, sodass iT« Q = P, If« P = Q. 

(90) (90) (180) 

Gegeben sei ^j = ^ =. (70; 2). 

^(^1 ^i) =* — 34,59 < 

ip(&Q) « _34,59+(^ — 70)f7+((> — 2)F; 

> > 

> < 

< 

Q-(^) = 11 sin 80. p*+ 12 sin 72. p 

< 

ai-(^) =» sin 60p« f 17 sin 30 . p^-f- 18 sin 36 . p« 

> < TL 

L^==k Q-(^,3) =« rg7j(44.3*.sin80-f 12.3sin72) = 61,856 
n— m 

> > 

L^^ Q (^, 2) = 2« sin 6 sin 60+ 17 . 238in 3 sin 30 

8in(n— m) + 18 . 2« sin2 sin 36 = 10,824 

U = 51,027. 
Weiter ist 

> > 

p^.(^) = cos60.p«+llcos72.p*-f 17cos30.p»;-f 6 

Teil LXVn. S6 
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P_(^) « 5co8lO.^^ + 18co840.p«+12co8 72.p 

> > 

r+ - M+ = i P+(^,3) «= 1493,62 

fl — wi 

> > 

K- = M-=i P-(^, 2) « 452,78 
fl — ffi 

V « 1040,84. 

y(^, p) « —34,59 -j-(^ — 70) 51,03+ (^ — 2)1040,84 < 0. 

Z B 

p«2,02; ♦ = 70,26 = 70M5',6 

a = 70,5 =. 70^ 31'; p « 2,0087. 

§58. 

Bestimmung von Gebieten: [F] und [6?] mit einer 
gegebenen Ecke E^ (Ay By C, D). 

I. Gegeben A\ «=» -4, gesucht i:; = C 

Die Coordinaten von Z:?! seien iri^i^iPi, die von -B: xy^g. 
Um zu einer praktisch brauchbaren Lösung zu gelangen, gehen 
wir von der Gig. § 47. (3)'» aus: 

g(z) « Ä;(C0ST-f-tsint)a^/(a). 
wo ifc = 1, A eine ganze Zahl ^ sei. 

Alsdann ist g{z) eine ganze Function von s: 

ßm — am(COS(-4w-f-T) + t8in(-4m + t)) 

und 

eine ganze Function von a = «-j-y* und «i = acj-l-yji. 
Einerseits ist 

+^„_i («*+.,**-»+ ... ) 
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+ Pjpn+A-2cos(^ + T + ^l + (n+A — 2)^)+ . . . ) 

« 

+ 0«-l (P^COS (^„-1 +T-f X^) 

+ Pl(>^-lC0SUn-l + T + ^,+(A-l)^)+ . . . ) 

+ Onilf^"^ COS (An+T + (X -!)&)+,, , ) 

liO^ q) = wie h{&^ q) statt cos : sin gesetzt 
Diese Ausdrücke sind von der Form: 



(1) 



K^Q) = ao^fA-l+«^'Sf„4.Ä-.2 + . . . On^lSx + ürSx^i 
WO 

Cr = pr cos (-4«-f A-1 -r + ^ +*'^) 

Sr -= prSinUn+;-l-r + T + r^)4- . . . 

Anderseits : 

F(xy) + ^g(a:y) --/^(a^ g^^) - iG (x^ y J 

Durch Gleichsetzen der beiden Ausdrücke für gi(zzj) entsteht: 

^ \ G{xy) ^ G(x^y{) + (x^x,)l{(^Q) + (3f^y^)H&Q) 

ähnlich wie § 56. I. (2). 

Diese Formeln bieten den Vorteil dar, dass die Coefficienten 
von x — Xi und y — yi in einfacher Weise durch die Polarcoordinaten 
ausgedrückt sind*). 



*) Als Fnnctiouea der rechtwinkligen Coordinaten erh&U man dieselben 
in der Form der Brüche: 

j, _ (a' - gl) (F - J\) + (y - Vt) (g- gl) 

'°° {«— «i)*4-(y— yi)* 

i=. (a; -gl) (g - gl) - (y - yi( F- F,) 



WO 



F=F{x,y\ F^ = F(x^y^) ... 



Aus dem 2ten Ausdrack für g lizz^)^ indem man zz:zx-\-yi, 2r|=x,-fy,i 
snbstitnirt, ergiebt sieh, dass diese Brüche ganze Functionen von xyx^y^ sind. 

26* 
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Wir Wählen wieder wie in § 56. ein Gebiet ® (§ 49. I), welches 
die gegebene Ecke E^ einschliesst, und behalten die früheren Be- 
Zeichnungen bei. 

In Bezug auf ® ist: 
< < 

daher 

+ ai("+^-2 + eip-+^-^+ . . . )c08(A+T+(a+A— 2)^) 



analog <pr(^^i) und /O^^i). 
< < 

< 

al80: 

< < < < 

(3) ^ analog 

< < < < 

wo F' und G' die Bedeutung in § 47. I. (5) haben. Femer 



(4) 



Schliesslich 



> > > > 

> > > > 

Z+ = (7+'(^, eO, Z- = (?-'(^, ()o). 



(5) 



i 



< < > 

F(9q) = i^(*, ?,)+(« -a-,)Ä — (y -y,)i - «|'(«y) 

< < < 

> > > 



Diese Grenzen sind lineare Fanctionen von x und y. 
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Man hat die Bedingangen zu erfalleu: 

(6) '^{x^vt) ^ 0, ip(a?,y) ^ 0, i^ixp^) ^ 0, tlf(xy) ^ 0, 

sowie, dass das durch die Ecken A ^ (x^yj) und C«=(a;y) be- 
stimmte Rechteck ABCD ganz in das Gebiet ® falle. 

i d. i. falls < ^0 < ^' < 90: 

IL Aehnlich wenn eine der anderen Ecken gegeben ist. An die 
Stelle von I. (5) treten 

< < > > 

falls £i - ä: F{^,q) « F{^^Q^) + {X'-x^)h — (y-^y^)l 

< > < 

> > 

analog F und G 

u. s. w. 



§. 59. 

I. Es sei nach § 48. Kriterium II. und einer der Methoden in 

§ 50. — §. 57, etwa § 56., der Wurzelpunkt Ti^ getrennt durch 

ein Ringstflck ABCD mit den Grenzen ^i^^Qi^^ (worin 

Bf dG 

öx» » • K- ihre Vorzeichen behalten). 

Die beiden Punkte des Umfangs, wo 

F« 0, seien g, und g^, 
wo 

G=0, „ ®i „ ®, 

und zwar der Reihe nach, wenn man von A ausgehend den Umfang 
ABCDA durchläuft (entgegengesetzt der Richtung, die der Uhrzeiger- 
Bewegung entspricht). 

Die Bögen SiSs und &x®% schneiden sich nach § 47. III. recht- 
winklig in W^ (^. q) und man erhält in den Polarcoordinaten jener 
4 Punkte Grenzen von ^ und ^, die zum Teil enger sind 
als obige. 

Um einen besonderen Fall vor Augen zu haben, mögen die ge- 
nannten 8 Punkte in nachstehender Weise aufeinander folgen, ABCD 
ist als Ringstück im ersten Quadranten ^OFzu denken: 
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D %. C 



Dann liegt: 

<y = Wkl. XO W zw. Wkl. XOB und Wkl XO®^ 

II. Zahlenbeispiel, /(ä) wie früher. 

Wir wenden Kriterium II. in § 48. auf den Fall 

A = 0, T « 0, p = — 1 an, sodass JT« = g-, H4 = g-- 

Für ^, = 71, pi =- 1,10 ist jK* «= + 1,837, He 1,722 

71 1,15 +0,7818 —2,425. 

Diese Werte von &^ und Qi liegen zwischen 

^0 = 70, ^'=72 
Po = l, p'=l,2. 

In Bezug auf variable ^1, Pi, ^ > ^^ und g > Qi innerhalb 
dieser Grenzen findet man nach dem Verfahren des § 56. III. (Fall 
A = 0, T = 0. p = — 1, chn "^^ emam): 

< 

K,(&q) « Ä(^iPi)— 2,923(^ — ^,)— 89,052(e— pi); 

ferner (Fall A = 0, r==90, |)== 1, am = emOm): 

> 

HiitQ) = fli(^iPi) + 2,811(^-^i) + 69,79(9-p,). 

Woraus folgt: 

ä; > z. B. zw. den Systemen *, = 71, e, = 1,10 und * = 71« 18' 

Q = 1,11 

71 1,15 71« 15' 

1,1503 

fie<0 „ ■ „ „ „ 71 1,10 „ 710 20' 

1,11 

71 1,15 710 20' 

1,17 
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Zvis<dien den Systemen: 

1) *t — 71 ; ft = 1,10 und * = 71» 18, j — 1,11 

2) 71 1,15 71» 15', 1,1503 

liegt datier höchstens eine Wurzel nnd da m»f] > keine 
(S 48. I. 2)). 

Weiter ist för *, = 71« 15'j pj = 1,15: 

Äi (fr, ei) = 0,6823. 
< 
K,iiff) = 0,6823— 2,923(* — *j)—89,062(e — p,) > 

z. B. zw. 

3) *, = 71» 15', p, = 1,15 und * - 71» 20*, p ■= 1,154 

innerhalb dieser Systeme ist ausser K, > 0, nach Ohigom auch 
JFT« < nnd liegt folglich keine oder eine Wurzel. 

ad 3) haben 1 ^ { in den Ecken A — (i»,p,) . . . folgende Werte, 
ausgedruckt in Einheiten der 5ten Decimale: 
in D: +414, in C: —511 



Es liegt obiger besonderer Fall vor, in dem Oebieto 3) befindet 
sich genau eine Wurzel und es ist: 

» = Wkl. XOW< XO&t = 71» 17',4 
p= 0W> OSi> 1,1517 
<C^j < 1,1523. 



Das Ringstllck ^BCD im vorigen g sei hinreichend 
klein. Dann kOnnen annähernd die Bögen AD nnd BC als Gerade 
betrachtet, sowie die Punkte 9i3a &,&» mit HtUfo der Regula fidsi 
gefunden werden, an Stelle der Curven SiSfi, ®i®s kann man die 
Sehnen setzen nnd den Durchschnitt 

S 

beider als einen Näherungspnnkt von W ansehen. 



408 Siebet: Untersuchungen über eUg^raische Gteiehungtn. 

Für den besonderen Fall in § 59. heben wir anter den 
verschiedenen Methoden S zn bestimmen, folgende beiden hervor. 
(Die Figuren wird sich der geneigte Leser leicht vorstellen können). 

Die Polarcoordinaten ^, ^ von A^ C seien ^i^; ^tOt 

die von 5, ®„ St- *» **5 h^i'i h^ ^s- 

1) iS als Fosspnnkt des von g^ auf (Si®^ gefällten Perpendikds 
aufgeüasst 

Mit o den Winkel bezeichnet, welche @ji®s mit der JT-Adise 
bildet, ist 

^^ ' r, COS(t, — «) 

r* = r 1» sin» (< — <i) + rj* cos* (t — <,) 

oder, da «1 =» <t = ^i, einfacher : 

Setzen wir /J = «— ^i, y = «— < so entsteht: 

/?=■ arctg-4, 

/r. \ Ä®. 

y = arctg^-^j, wo^=g^ 

r« « ri«sin« {t - ^4)+ Vcos«(t - ^1) 

(2) r« « r,2— (V— r,*) 8iu«(iJ — y). 

In dem 

Bspl. 3) in § 59. 
ist 

rj « 1,15102, r, « 1,15223 

Bffl, = g^^C=.^|^, ©,5-0,00298. 

/J- 150 35' 51"}^ ^, 

y = 15« 34' 51"! ^"^""^ 
« = 71<> 16'; r = 1,1522. 

Dies sind in der Tat Näherungswerte des Arguments & und des 
Moduls Q der Wurzel m?*). 



(1) 



♦) ^ « 41« 15' 58" 
p - 1,15216. 
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(£ixie obere Grenze von t ist der Wkl. t' der von O an den 
Halbkreis ®iS^i gezogenen Tangente mit der X-Achse; es ist 

tg (*'-«,) = ö^^, *'-»! = 1' 48", f~ 710 16' 48". 

2) Die Flächen, deren Gleichungen in Bezug auf die orthogonalen 
Ck>ordiiiaten ar, y, ü: ü ==» F{x,y) und v « G{x^y) sind, somit durch 
den Wurzelpunkt W gehen , beträchten wir als eben über dem Drei- 
eck ABC^ 8 als Durchschnitt beider. 

08 schneide B®^ in T. 

Znr Unterstützung der Anschanung dirne statt der l^igiir folgendes Bild 

derselben 

C 



S T 
^ ®, g, B 

Im Dreieck B®j&^y durchschnitten von der Transversalen TSO 
Ist (nach dem Satz von Ptolemäus, eigentlich Menelaos): 



BT @^ (&jO 
r@8 * 5®i * OB "" 

nnd in T®^8y durchschnitten von BiB^Oi 



— 1 



SO TB 



2^1 



— 1. 



ÖT 5®, • ©,5" 
Hieraus erhält man, wegen 

&iA Oa ®iB Ob 

®iB" 
und 



@^B ■" Ob* @iC "" Oc 



S@i _ Fin ®i _ ® iB,Fa+A®i . Fb BC 
S®2 " Fin ®2 "" ©sC. Fb +B®i ,Fc' AB 

wo Ga - » - das G m A bezeichnet, fUr t und r die Relationen : 



wo 



da— 



(?B.A 



^ ((?ii-. Gc)D^ -(oa - ^^ <?b) Dr 
p1" (G?i? - G^(?)r>i - (Oa — öjp)^. 
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Dl- 


Fa, Fb 
Ga.Gb 


, Z>,= 


Fb, Fe 
Gb, Gc 


In nnserem 
m wir: 


Bspl. 3) in § 5 9. 
71öl5'55"; r- 1,15215. 



Diese Werte liegen ^ und r näher als die ad 1) (siehe die An- 
merkung). 

§ 61. 

I. Ist der Wnrzelpunkt W nach § 48., Eriterinm IIL nnter 

Anwendung des Verfahrens in § 58. durch ein Rechteck ABCD 

II. ^F dF dG BG ,. ^ . . . . ^ 

getrennt, m welchem -k- ö" » ö~» 5— ihre Vorzeichen nicht an- 

dem, so erhält man in den rechtwinkligen Coordinaten deijenigen 
Punkte 

8fi&; ®i®j 

des ümfangs, in denen F — 0, Cr ==« 

Grenzen der Coordinaten x und y von TV, die 
zum Teil enger sind als x^x^ y^y^ mit x^yi\ x^y^ die 
von A und C bezeichnet. 

Sind die Seiten des Rechtecks hinreichend klein, so können an- 
nähernd SiSs und ®i®t Als Gerade und der Durchschnitt beider 
als ein benachbarter Punkt von W betrachtet werden. 

IL Statt dessen kann man mit Hülfe von § 60. wie 
folgt verfahren. 

1) Näherungswerte fttr x und y sind die rechtwinkligen Coordi- 
naten des Punktes S: 

rcos^, rsint. 

In dem Bspl.'^3) des § 59.: 

a.«c« 0,3700, y=ö« 1,0911*) 

2) Um Grenzen für x und y in exacter Weise zu ermitteln, ver- 
engere man die Grenzen der Polarcoordinaten des nach § 59. durch 
ein Ringstück ABCD getrennten Wurzelpunktes W so, dass das dem 
neuen Ringstüek MB'C*D\ welches W einschliesst, umschriebene 



*) Genauer 

X = 0,370039 

y « 1,091123. 
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Rechteck Ä*Bl*C"iy\ dessen Seiten den Achsen parallel sind, ganz 
innerhalb ABCD fällt 

Alsdann enthält Ä'Bf'C^iy' nur den Wurzelpunkt W, 

Im Allgemeinen hat aber ein solches Rechteck nicht die Eigen- 
schaft von ABCD ad L, sondern die partiellen Diflerentialqnotienten 
von jp und G nach x und y können ihre Vorzeichen innerhalb des- 
selben ändern. 

In unserem 

Bspl. 3) in § 59. 

fanden wir eine Wurzel w zwischen 

^1 « W 16' und ^2 = IV 20' einer- und 
^1 = 1,160 „ ^2 *=" 1)154 andrerseits. 

Engere Grenzen sind 

für ^: 71» 1' 50" und 7P 16' 
„ Qi 1,1521 „ 1,1522 

und es ergeben sich nach Vorstehendem 

für X die Grenzen 0,37001 und 0,37015 
,, y „ 1,09104 „ 1,09117. 



Im folgenden Artikel wollen wir uns mit der Bestimmung der 
Anzahl der Wurzelpunkte in beliebigen Gebieten beschäftigen (Satz 
von Gauchy) behufs Unterstützung der obigen Methoden. 



■ 
I 
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XXIV. 



Zwei reciproke Relationen einer Integralfunction 

nebst Anwendxmg. 



Von 

R. Hoppe. 



§. 1. Erste Relation. 

Oehen wir von der Identität 

ttV+l)C08«/?+t;«(tt»-|-l)sin»iJ « N 
wo 

gesetzt ist. aus und dividiren durch JV(u*+ !)(»•+ 1), so kommt: 

M»C08»i 3 v»8in'/? _ 1 1 

Dies mit dudv multiplicirt und von an integrirt giebt: 
P ^ rl/u^+sin^jg ^ ^ Vü^ +sin»/? 

«=0 



+/ 



^^*8 ^sTä öarctg 



vsinj? ^ sin^ 

arctguarctgv 



§. 2. Zweite Relation. 
Sei für positive m, o und < /? < R 
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dann findet man durch Elimination von v: 

Jetzt lassen sich nene Constanten %, ^j so bestimmen, dass 
wird. Bedingung ist 



t* ' *" ttj 



Setzt man 

u — » cot«; 1*1 -= cot«! (5) 

80 wird 



cos«! » sincrcos/}; cosix » sinaicos/^i 
tgft — tgasin/?; tg/? =- tgaiSin/Jj 

Nun ist 
Dies von ü » an integrirt giebt: 



1 



Setzt man in 61. (1) v — oo, so kommt: 



R 



+/ 



^ vsinjJ ^«"^45 g^jj^ 

»=0 



Rarctgu 
Hierbei ist zu bemerken, dass nach (5) (6) 



(6) 



f^^g>+f(p^f^f'^(pr^f (7) 

ß 






l/n« + sin»j5 Vi — sin«« cos«j5 ^ 
cosp smacosp ^ ' 

ist. Wendet man ausserdem die 61. (2) an, so lässt sich die erhal- 
tene 61eichung schreiben: 

R(«i-« — /(R— i>/)a<p = R(R— «) 
ß 
das ist 
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f'ilfdtp^ R(« +«1 — R) (9) 



Da sich a, /?, <p, tf; mit er^, ß^^ i/;, q> vertauschen lassen, so mos« 
auch sein 

ßx 

f(pd^ = R(a4-ai — R) 



Dies suhtrahirt von Gl. (8) giebt: 

f^d(p +fq>d^ « R(R— a — ori) + (;pi^ (10) 

ß ßi 

oder, um auf die Form (1) zurückzugehen: 



/ 



vsin/? ^ sin5 

arctg /-^-i -. 5 Sarctg 



tt y t;2 + COS^jlJ l/v« + COS^/J 



^ r arctg — «^- earctg , "°^' ~ (11) 

1=0 

sin j? sin ß* 

R(arctgu+arctgtii-R)~arctg -^==== arc tg -^^ 

yv^'f' cos'p y^i 'T cos'Pi 



WO 



cos/? U| / t?^-t-cos^/? 

Vf»»+ sin»/5 ' ""^^vV t*«+sin«^ 



(12) 
%mß 



t«ft 



u 



§. 3. Anwendung auf Winkel von 4 Dimensio nen. 

Gleichwie man den von 3 Ebenen begrenzten körperlichen Winkel 
ein „Trioder" nennt, wollen wir den von 4 Räumen begrenzten 
4dehnigen Winkel ein „Tetratop" nennen. Hat man ein beliebiges 
Polytop (linear begrenzte Figur von 4 Dimensionen), fällt von einem 
beliebigen Innern Punkte E ein Lot ED auf jedes begrenzende Po- 
lyeder, vom Fusspunkt D ein Lot DC auf jedes begrenzende Vieleck, 
vom Fusspunkt C ein Lot CB auf jede begrenzende Kante AA^ und 
betrachtet die Punktsysteme Jy, Z>, C, B^ A als die 5 Ecken von 
lauter Pentatopen, so zerlegt sich das Polytop in Elemontar-Penta- 
tope ABCDE von der Eigenschaft, dass die 4 Kanten AB^ BCy CD^ 
DE orthogonal, d. h. jode gegen jede normal sind. Zu ihrer Be- 
stimmung reichen (ausser einer Lineargrösse, die hier nicht in Be- 
tracht kommt) 3 ebene spitze Winkel 

ACB = a, BDC =» ß, CED = y 
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bin. Gleichzeitig zerlegt sich der Vollwinkel von 16 vierdehnigen 
Rechten = 8 fi^ nm £ hemm, welcher die ganze Vierdehnnng aus- 
macht, in ebenaoviele Elemenlar-Tctratope, welche die Ecke £ jedes 
Pentatops bilden nnd durch dieselben a, jJ, y beBtimmt sind. Im 
Artikel XVIL S. 276. Gl. (14) (15) ist für ein solchea Tetratop W 
folgender Ansdrnck gegeben: 

H'C", ß, y) = i^ftev (13) 

wo iii und q> gemäss Gl, (3) in Relation stehen, nnd 

sin d ^ Bin ß cos y (14) 

gesetzt iat, und et, ß ihre Bedeutung behalten. Das Int^^ (13) 
wird mit dem zweiten Integral in Gl. (1), nur mit vertauschten Gren- 
zen identisch, wenn man tgy zur obern Grenze der e macht, nnd fQr 
die Areas ihre Complemente setzt Da die der u bereits cot« ist, 
so erhält man das erste Integral aus dem zweiten dnrch Snbstitution 
der Complemente von y, ß, a far a, ß, y. Zugleich geht dann i in 
R — oj aber. Die Formel (1) lautet zunUchBt: 

/ (,(.- R)d<p +/~'(v~-R)dv' = r(R-") 
ß Ä-p 

and jetzt nach Gl. (13): 

2 Wla, ß, ,')4-2ir(R-y, R-^, R-«) -= R(<.i-a) -j- y(e-R) (16) 

Gl. (10) läBSt sich nach Einsetzung der obem Grenzen S, Sj 
nnmittelbar schreiben: 

2W{a, ß, y) + 2If(o„ jSj, y,) = R(<(+Oi— R) — aa, (16) 

wo analog 

äinSf — ' sinßjcosyi 
zu setzen ist 



§. 4. Cyklns von 6 auf einander redncirbaren 
Tctratopen. 

Durch abwechselnde Anwendung der Relationen (15) (16) ergänzt 
durch die ans (3) fttr «p = i, ip = « 
ziehnng hervorgehenden Relationen 

tgSi — tgtttgj'tga; tg< 

and der Relationen der Complement 
man folgende Reihe von Systemen de 
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«1 ft y, ^ 

COS«! « smacosjJ; tgi?i =» tgasin/J ) 

. . } (1*) 

tg/i «=• cot« cot y cot cf,; tgd, =» tgatgytg^ ) 

er, «R-Xi; /3j«R— ft; y^^R — «,; d, = R — a 

. tgysinfifj ^ ^ cot« 

^^""^ ^ cosacos^ ' ^^'^^ "• SS? 5 smy, = sm « cos/J 

^ , cot« cos d 

cosofj « smaocosp«; tga* =« . ^ . — 

tgys =• cotojCOtysCOtag; /a = ^ 

tg^s = tg«,tgy2tg^,; ^3 = y 

or4«R — ys; /J4 =* R — fe; y^ = R — «3 

«4 = R~d; cosa^ — 8in/?cosy 

tgi?^ - cos/Scoty; CO8/J4 = ^ 

tgasin/^siny 
^y* SS^d ^ ^ <««<«ytgd; y^ = d, 

^ . C08OC0S/3 , 

*8**" tgysin« ! ** = y« 

cosa5 =» sino^cos/^^; «5 = R — y \ 

tgys = C0ta4C0ty4C0ta5; yj — R — a J 

sin^5 = sin/jgcosys « sin «cos/?; ^5 = tt^ 

Hiermit ist der Kreis geschlossen; denn es würde folgen: 

«6 = R — ys — «; ft«R — ^6=»iJ; yg = R — cf5 = y 

Bezeichnet man nnn die diesen numerirten Wertsystemen entsprechen- 
den W mit gleichem Index, so finden zwischen den successiven W 
abwechselnd die Relationen (15) und (16) statt. Es ist demnach 

2(Tr+TKj) = R(a +«,-R)~y3y, (20) 

2(W^+W^) = R(a +«3-R)-y,y, 
2(Tr,+Tr3) = R(a, + a3-R)-y5y 
2(TF3 + TV4) = R(«,+a5-R)-y3y4 

2(Tn+^6) = R(«4+«6~R)~yiyt 
2(1^6+^) = R(«i+«i-R)-y6y 

woraus durch Summation mit abwechselnden Vorzeichen: 
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2(H^+H^,) = R(« +tt,-R)-ftn (21) 

2( TfH- TTfi) = R(o, + B, - R) _ y^y 

Ist also ein W bekaont, so sind es auch 5 andere, wofern sie nicht 



§. 5. Drei Tetratopwerte, die von einer Variabein 
abhangen. 

Iden^cirt man in vorstehenden Relationen W einzeln mit Wi, 
^si ^) 30 sehen die erste, dritte und fünfte Aber in 

4H'-R(a,+«,-R>+nft-r(n+ft) l (22) 

iH'=R(a,+a,-R)~f \ 

Als Bedingungen der Identität erhält man leicht ans den Ol. (17) 
(18) (19) fttr aUe 3 FäUe: 

«-f-y = R 



(Miß — tg)-; sinjS = tgy; 2|9 = R 
Demzufolge wird im ersten Falle 

ft " y* =■ * = arc8iiiyco8 2y 
im zweiten 

y -= ra = )'* — ys 

/i = j-g = R — «1 = R— Bj = arcainv'coB2y 
im dritten 

'w ' 

nnd die entwickelten Formeln lauten: 

4W(R— y, arccos(tg)'), y) — R*— 2Ry— (arcco3(V28in) 

4Tf(R-^ arc8ln(tgy), y) -= (arcsln(V28in)'))*— 2y» 

^^^(R— y, JR, y) — Rarc8in(BlD*y) — y* 

Die beiden ersten setzen voraus: 
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Fahrt man diese 3 bekannten Werte in den Cyklns (21) ein, so 
werden die sechs W jedesmal parweise identisch, sind also sämmtiich 
bereits bekannt. 



§. 6. Resultirende Einzelwcrte von Tetratopen. 

Ist das in §. 3. angenommene Poljitop regelmässig, E sein Mittel- 
punkt, wird es begrenzt von p Polyedern, jedes Polyeder von f Viel- 
ecken, jedes Vieleck von k Kanten, so ist 

q=:2kfp 

die Anzahl der Elementar-Pentatope, aus denen es besteht, daher 
wird am Mittelpunkt in jedem derselben ein Tetratop 



W 



8R« 



gebildet. Im cit. Aufs. S. 281 sind die Formeln für a, /?, y^ im 
tikel II. S. 42 die Werte von p und die Arten der Polyeder auf- 
gestellt, woraus die / und k hervorgehen. Die Arten der regel- 
mässigen Polytope waren daselbst durch 3 Zahlen 2, m, i» bestimmt, 
welche ausdrücke», dass m Seiten von n Kanten um jede Ecke ein^ 
Grenzpolyeders, und ebenso l Seiten von m Kanten um jede Ecke 
desjenigen Polyeders liegen, nach welchem die Grenzpolyeder um die 
Polytopecke grnppirt sind. Nach jenen Formeln berechnet ergiebt 

sich folgende Tabelle: 

(26) 



(/, m, n) 


tga 


tgl» 


tgr 


2Jc.f.p = q 


(3, 3, 3) 
(4, 8, 3) 

(5, 3, 3) 

(3, 4, 3) 
(3, 3, 4) 


V3 
V3 

V3 

V3 
1 


V2 

V2 

V2 

Vi 
1 

yö— 1 

2 


V4 

Vi 
y5— 2 

V3 

Vi 
1 


2.3.4.5 « 120 
2.3.4.16 = 384 

2.3.4.600 «14400 

2.3.8.24 - 1152 
2.4.6.8 = 384 




v^ - ;, 




(3, 3, 5) 


V5 — 2V5 


2.5.12.120 — 144D0 



Unter diesen 6 Systemen von a, /?, / sind bereits 3, nämlich ffir 
(4, 3, 3), (3, 4, 3), (3, 3, 4), welche bzhw. den Argumenten von W 
in den Formeln (23) (24) (25) speciell entsprechen. Daher würde 
der mit ihnen beginnende Cyklus nur bekannte Werte liefern. Die 
3 übrigen ergeben die folgenden Cyklen: 



einer Integralfunction nebst Anwendung. A-IQ 



W(^R, arctgy2, arctgy|) = ^ 



15 (27) 



W(|R, arcl«V2, arcigV-t) = ^'_|arctgi/5 



«'(arctgyiö, arctgVJ, JR) = ^ _ 5arctgy JL 

^'(arctgyg, arctgys, JR) = ^* + ^arctgyx 

T»'(|R, arctgy^, arctgy^) = ^ -f arctgy^ 

Wi^ctgyi arctgyj, 4R) =. - - + f arctgy.? 
wo za bemerken, dass 

arctgyf = R-arctgy$ = iarctgyiö = ^_ jarctgy.^i. (28) 
ist. Ferner 

Pr(|R,arctgy2,arctg>^)=-^^ (29) 

Tr(Rarctgy2,arctg>^2) = ^* 
Tr(arctg(y3(y5-2)), arctgy^ iR) = ^*_|arctg-l^ 
W(i^ arctg(y5-2), P)=- l^* + |^arctg^l^ 
TKf^R, arctg(y5 + 2), iR) = ^ - ?arctg?±^ 

Pr(arctg(y3(y5+2)), arctgyi JR) = g«*_ «arctg^^ 

Hier ist zu bemerken, dass 

^ 8— 3V5 ^ V5 + 2 -1/5 — 2 

^^*«— 73 -^ 2arctg3^ + arctgi^--2R 

_ (30) 

arctg:i-^==2arctg^l^ + a 

ist. Der dritte Cyklus giebt: 



27* 
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Tk(|R, arctg3^^, Jr) = j^ (31) 

TTf^fR, arctg— 2^, arotgJ^^^^J - jgöö-6 "'=*8^i73~ 
T^(arc.g(y3(V5-2)), arctg^J^A JR)»^*_|.„tg^^ 

Tr(arctg(y3(y5+2)), arctg^, tR)=-^f |arctg^=^^ 

„./.« . 3+y5 , y5 — 2\ 229R» R . y5+2 
W ^IR, arctg^^— , arctg -jp^j = -i88Ö " 6 "''*«-y3~ 

^(tR.arctgl^\fR)-^' 



§. 7. Innere Polytopwinkel. 

Es soll der Winkel bestimmt werden, welchen die in einer Ecke 
zusammenstossenden Grenzräume eines regelmässigen Polytops (2, roj n) 
nach innen zu bilden. Derselbe besteht ans 2kf gleichen Elementar- 
Tetratopen, für welche die Werte der «, /?, y zu suchen sind. Wir 
schneiden das Polytop durch einen Raum normal zum Radius KE 
eines Eckpunkts E^ welcher die von E ausgehenden Kanten 2a in 
den Punkten A halbirt und KE im Mittelpunkt des Schnitt-Polyeders 
D trifft Letzteres ist ein Polyeder (Im) (l mecke um jede Ecke), 
dessen Kante die halbe Diagonale des necks 

2R 

2b =» 2a cos — 
n 

ist Bezeichnen wir wie oben das Elementar-Pentatop der idehnigen 
Pyramide EAA ... mit ABCDE^ so ist B die Mitte der Kante AA^ 
C der Mittelpunkt des mecks, D der Mittelpunkt des Polyeders (lm)y 
und man hat, wenn man zur Abkürzung 

_o . 92R o2R 

L^ = sm' ^ cos* — 



setzt: 



-^© . •2R . ^2R ^2R 

3f *= sin*-r sin* cos* — 

In m 



2R 
AB = b = acos — 

n 



einer Inttgralfunction nebst Anwendung. 
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BC -=- b cot 



2R , 2R 2R 

— ^ a cot — COB — 



^^ b 2R 2R a 2R 2R 2R 
CD ■« y CO8-7- cot — =» TCO8-7- cot — CO8 — 

Li l m L l m n 



I>a ferner Dreieck KEA rechtwinklig in A. und AD senkrecht auf 
JKE ist, SO ergiebt sich: 

o* aM 



DE 



KE 



Der Wert des Eckradius KE^ r ist aus Gl. (12) Seite 35 im Art 11 
entnommen, wo 974 =» ^ n^^^ m. 

Durch Division erhält man : 



tg« 



t»/J 



^1 



AB 
BC 

BC 
CD 

CD 
DE 



2R 

tg-; 



m 



2& 

m 



2R 

COSy 

1 2R 2R 2R 

T>cos -7- cot — cos — 

M l m n 



(32) 



and in Anwendnng auf die 6 regelmässigen Polytope: 



(^ »», n) 


tt 


tg/J 


tgy 


Anzahl der 
EIem.-Pentatope 


(3, 3, 3) 


|R 


y2 


^ 16 


2.3.4 = 24 


(4, 3, 3) 


|R 


Vi 


Vi 


2.a8 = 48 


(5, 3, 3) 


|R 


3— yö 

2 


y5+2 
y3 


2.3.20 = 120 


(3, 4, 3) 


iR 


1 


1 


2.4.6 = 48 


(3, 3, 4) 


|R 


V2 


Vi 


2.3.4 = 24 


(3, 3, 5) 


|R 


V2 


y54-2 

V3 


2.3.4 = 24 



Es zeigt sich, dass die innem Winkel aller regelmsäsigen Poly- 
tope, mit Ausnahme des ersten, welches von 5 Tetraedern b^enzt 
ist, bereits bekannte Werte haben. Zunächst sind identisch die 
neben einander stehenden: 
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Hoppe: Zwei reciproke Relationen 



Eckwiukel 


Centriwinkel 


a 


ß 


y 


(33) 
Grösse 


(4, 3, 3) 
(3, 3, 4) 
(3, 4, 3) 


(3, 4, 3) 
(4, 3, 3) 
(3, 3, 4) 


«R 
|R 
iR 


arctgy2 

iR 


4R 
iR 
iR 


iR* 
iR* 

R» 



Dio Angabe der Grösse bezieht sich aof den ganzen Eckwinkel, 
welcher ebenso\iel Elementar-Tetratope enthält als der auf dem Po- 
lyeder stehende Centriwinkel. 

Die Eckwinkel (5, 3, 3) nnd (3, 3, 5) sind zwar keinen Centri- 
winkeln congrnent, doch bilden ihre Elementar-Tetratopc das zweite 
Glied bzhw. im dritten and zweiten Cyklus. Man hat daher: Eck- 
winkel für 



(5, 3, 3) =. l20Tr(iR, arctg^-J^", arctg 



y5+2 \ 
V3 ; 



5>-20Rarctg:3^^ 



(3, 3, 5) -24Tr(|R, arctgi/2, arctg^yt^) 



75 " 



Aus den obigen 3 Gongmenzen, die ebenso Tom Complex der 
zusammengelegten Elementar-Tetratope wie von diesen einzeln geltea, 
geht hervor, dass sich 24 Polytope (4, 3, 3), 16 Polytope (3, 3, 4) 
und 8 Polytope (3, 4, 3) einander berührend mit einer Ecke zusam- 
men legen lassen, dass also in einer regelmässigen linear begrenzten 
Figur von 5 Dimensionen nur höchstens bzhw. 23, 15 und 7 der 
genannten Polytope um eine Ecke liegen können. 



§. 8. Resultate für bestimmte Integrale. 

Die auf Seite 281—283 aufgestellten Integralwerte werden durch 
§. 5. 6. beträchtlich vermehrt; man hat nur die Gleichung (13), wo 

ZU setzen ist, also die Gleichung 

ß 
i dq> arctg(tgasin/3Vr^(coti3tg(;p)») = 2 W(ct, ß, y) 

arcsm(sin/?cosy) 



^f 



auf alle daselbBt berechneten W anzuwenden. Die Gl. (23) (24) (25) 
geben : 

arc cos (tg y) 
2f 3^arctg)/cot*y-^ = 

arccoB(y28io}') 

R*— iR)-— (arccOB(v'2Bm)'))» 

arc sin (tg y) 

' 3 , yi — cotVsin*« 

ögiarctg^ — = 

y 

(arc sin ( V 2 wnj-»* — 2)-* 
iR 

. COBV 

Rare Bin (Bin*)*) — y* 

I>iese 3 Formeln sind ohne Anwendung der Geometrie gefunden. Die 
18 Einzelwerto hingegen, welche ans %. 6. hervorgehen, haben sich 
aus der Geometrie von 4 Dimensionen ergeben. 



Bemerkung. 

Der ans der Formel (24) resnttirende, in Tabelle (33) angege- 
bene Wert ^R* für den Eckwinkel von (4, 3, 3) und Centriwinkel 
von (3, 4, 3), welcher nicht mit der früher gefundenen Crrenz- 
Oktaeder-Zahl 18 stimmt, sondern die Zahl 24 erfordert, fohrte 
mich zur Entdeckung eines auf Seite 40 begangenen Fehlers, wo ich 
6 einzuschaltende Oktaeder vergesBeu hatte. 

Die Constmction des Netzes fUr Polytop V. ist folgende. 

Auf die 8 Dreiecke eines Oktaeders setzen wir 8 Oktaeder. Die 
Kanten, und mit ihnen 4 Dreiecke jedes neuen Oktaeders verscbwin- 
den. Die neue Oberfläche bilden deren 8 Endflächen und 24 Dreiecke, 
deren je 4 den Baum einer vierkantigen Pyramide lassen. Setzt man 
in jede dieser 6 Concavität^n ein Oktaeder, so behält die Oberfläche 
ihre Gestalt, die fernereu Operationen sind daher nur die vorigen in 
umgekehrter Folge, und die Anzahl der Oktaeder ist 
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^(i+i-4) " 1+8+6+8 + 1 - 24 

Infolge dieses Fehlers sind mehrere auf das Polytop (3, 4, 3) 
bezflgliche Zahlenangaben falsch, die ich zu berichtigen bitte. 

Seite 42 Zeile 21 muss lauten: 
V. 6 Okt I 24 I 96 I 96 I 24 

Seite 43 Zeile 7 muss lauten: 
V. 8V2 - 11,3137085 | 2 

Seite 43 Zeile 6 von unten muss lauten: 
V. 6,72717 I 1,12838 | 1,33333R 

Seite 281 Zeile 2 v. unt. statt ^R' setze ^B.^ 
„ 282 „ 1 „ „ „ ^R* „ ^R* 
„ 283 „ 2 „ „ „ ^R* „ T^R* 
„ 283 „ 1 „ „ „ Tis^ M «R 

Zu dem betreffenden Aufsatz n. habe ich noch nachträglich die 
Erklärung zu geben, dass die regelmässigen Figuren von 4. Dimen- 
sionen bereits 1880 von W. J. Stringham in einer umfetösenderen 
Arbeit Sylvester, Am. J. III. p. 1 u. f. nach ganz verschiedenen Ge- 
sichtspunkten, aber gleichem Resultat behandelt sind, insofern die- 
selben gleich begrenzten 6 regelmässigen Polytope daraus hervorgehen. 
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XXV. 

Die ersten Formeln für die Rechnung mit 
trimetrischen Pmiktcoordinaten. 

Von 

Emil Hain. 



L 
Der Punkt 



ABC sei ein beliebiges Dreieck, seiner Grösse and Lage nach 
in einer Ebene vollkommen bestimmt Und zwar sei: 

BC^a Winkel CAB = a 

CA^b Winkel ABC = ß 

AB^e Winkel BCA — y 

Dreieck ABC = F 

P sei ein beliebiger Punkt in der Ebene dieses Dreiecks, welches 
wir das Axen-, Fandamental- oder Urdreieck nennen. iXa), I\b\ 
P(c) seien die normalen Abstände des Punktes P beziehungsweise von 
den Geraden (den Axen) BC^ CA^ AB, 

Betreffs des Zeichens der Grössen P(a) ist folgendes zu bemerken: 

Jede der drei Axen teilt die Ebene in zwei Hälften ; eine der- 
selben enthält das Dreieck ABC und werde die positive Seite (Flanke) 
der Axe genannt, die andere Hälfte heisse die negative. Fällt nun 
P(a) in die positive Seite von -ÖC, so ist P(a) positiv bezeichnet; 
das Zeichen — gilt fOr ein in die negative Seite von BC fallendes 
P(fl)* JBbeoso verhält es sich mit dem Zeichen von P(b) und P(c). 
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Daraus erhellt, dass fOr jeden Pankt innerhalb des Axendrciecks 

alle drei Grössen 

P(a\ P(b\ P(c) 

positiv bezeichnet sind. Für alle Punkte, welche ausserhalb des 
Dreiecks liegen, sind diese drei Grössen ungleich bezeichnet Liegt 
z. B. P in dem Ebenenteil, der von den Schenkeln des Scheitdwinkcls 
von o begrenzt wird, so ist 

P(a) positiv 
I\b) negativ 
I\c) negativ 

Wird P mit den Ecken des Axendreiecks verbunden, so erhält 
mau bei Festhaltimg der soeben erwähnten Zeichenregel die funda- 
mentale Beziehung: 

Dreieck PBC+ Dreieck PCA -f Dreieck PAB = Dreieck ABC 

aP{a) + bP(]b) + cP{c) = 2F 

oder in anderer Schreibweise: 

ZaP(a) «= 2F 

Es können nun P(a)^ P(h)^ P(c) einen gemeinschaftlichen Factor i 
besitzen. Dann können wir setzen: 

P{a) «=« Ipa 
P{h) - ipi, 

P(c) - Xpc 
Für A erhalten wir: 

aXpa-{-bXph^ckpc = 2F 
XSapa = 2F 
2F 



k « 



£api 



Die Grössen 



pa pb Pe 

heissen die trimetrischen Punktcoordinaten des Punktes P. Wir 
können dies kurz andeuten durch 

P^pa Pb Pe 

Dies kann auch noch ausgedrückt werden, indem man sagt: der Punkt 
P hat die Form : 

Pa pb pe 

Während die P(a) au die Relation 
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EaP(a) « 2F 

gebunden sind, also für einen Punkt P blos zwei der Grössen P(a), 
T\b)^ P(c) willkürlich angenommen werden können, fällt diese Be- 
schränkung für die Coordinaten pa, |)6, pc weg und können irgend 
drei Zablenwerte die Coordinaten eines Punktes vorstellen. So ist 

z. B. der Punkt 

P=\ 1 1 

das Inkreiscentrum des Axendreiecks. Es ist dann nämlich: 



pa = 1 






JJ6 = 1 




2F 2F 

2apa a + ^+c 


pc =» 1 








P(a) = 


lu 2^ 




^P'-a^b+c 




i^Ä) = 


2F 




*P» - a+b+c 




T3i^\ 


^F 



Der Schwerpunkt des Axendreiecks hat die Form: 

hc ca ab 

Denn für den Schwerpunkt 8 hat man: 

2F 2F 

2F 2F 

2F 2F 

Scheiden wir den gemeinsamen Factor 

2F 

Sabc 

aus, so erhalten wir 

8^ bc ca ab 

Die Seitennormalen von A sind: 

2F 
- 
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Wir haben also: 


-4 = 1 










B — 


1 







(7 = 





1 



Trifft AP (P = pa pb Pc) die BC in P«, so gelten (Fig. 1) die 
Proportionen: 

Pa(b) : Pa(c) - P(b) : P(c) 



Wir erbalten: 



Pa{b) : Pa(c) =pb:pe 

Pa^O pb Pc 

Pb^Pa pc 

Pe^pa Pb 



n. 

Die Entfernung zweier Punkte. 
Es soll die Entfernung der Punkte 

P^ pa Pb pc 

Q^ qa qb qe 

mittelst der Grössen a, pa, qa ausgedrückt werden. Zu diesem Zwecke 
stellen wir zuerst eine Formel auf für die Entfernung zweier Punkte, 
welcbe auf der Geraden BC liegen. Diese Punkte seien: 



A,= 





1 


*i . 


^ = 





1 


«» 


Sonach ist: 








A,{a) = 






A,(a) »= 


2F 








...^ 2^1 






.,.. 2^« 



Nach Einsctzang dieser Ausdrucke für A^{b), Afib) in die Gleichnngen: 

^ siny ' ' siny 

bekommen wir den absoluten Wert von A^A^ 
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Die Punkte P, Q seien in beliebiger Lage. Wir ziehen die Normalen 
von I^j Q anf BC; die Fosspunkte seien Ap^ Aq, Ziehen wir femer 
von Q auf FAp eine Senkrechte, so gibt das so erhaltene rechtwink- 
lige Dreieck (Fig. 2): 

Die Seitennormalen von Ap gewinnen wir (Fig. 3) auf folgende Weise: 

Die von Ap auf AC senkrecht gezogene Gerade treffe AC in D. 
Auf ApD werde von P ein Lot gezogen, das ApD in E treffe. Es 

ist dann: 

Ap(b) — ApD — ApE+ED 

— PApCOSY+^^) 
«P(o) cos y + P(*) 

2F 
Sonach ist: 

Ap^O l>a cos y 4-P^ P« C08 /? -{-pe 

Aq^O gaCOSy + gt 5aC0S/SI + 3c 

oder 

paCOBß'\- pe 
paC08y+|J6 

1 «i^os^ 

^ gaCOSy + 36 

Indem wir diese Werte in die Formel für A^A^ einsetzen, bekommen 
wir: 

__ ^ (p6gc •— J)cgt) — ( J)gga —paqc)COSy— (pag6 — ptga)C0S/SI 
** ^^^ (/'aCOSy+|)6)(5aCOSy+5j) 

* ^ paCOSy + pb 

b+ CCa = ^n 

• * qaCOSy-j-qb 

. . _ abc[(pbqe —pcqb) — (f>cga —J)agc) COS y — (paffl — p6ga)C0S /f| 
** * "~ 2apa,2aqa 

Femer ist 

2Fi>a 2Fqa 



An = 



Ha) - Q(a) 



2apa £aqa 

2F 
Eapa . £aqa f*^^««* ""P*««) — ^P<^^ —!>«««)] 
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Mit den AbkUrznogen : 

£apa = p, Zaq„ -= g, pt^c — ptg» 

kann man schreiben: 

abe 
ApAf — — (ai — biCoay — ejCmßi 

P(a)-(i(.a) = ^(l^,-cb,) 
Also ist; 

PQ*-d*- ^i'-|-[P(a)- QW]» 
a«6»c'( a, — feicos y— c,cos ]S )'+4F»(6 c,- 
~ pV 

Es bandelt sich nnn darnm, diesen Ausdruck Byn: 
aUlten. Wir bekommen: 

(a, — Sicosy — CiC08|3)* = 
a,*+ft,*c08*)'+Ci*cosiS* + 26,C|COS)Sci 
— 2c,a, cos ß — 2«,fi, COS )■ — 
o,«+6,<+<H»— 26,c,cosa — 2ci!»,c08jj— 2o 
+ 2d,e,(coB it+ cos^ COS7) — 6j*sin*7 ~ 1^' 

Nnn ist: 

F 
coB I» + cos /! COS y ^ — 

also: 

a6,e,(coso+coBjJcosj') = äfiiCjSe.^ 

6i>8in >'>+c,*sinß» = (6»«,»+c»4,*) . J 
Diese Werte geben: 

d» i^ (Za.* - 2 £b,e, cot tt) 
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N^= 2a^* — 2 Sb^Ci COS a 
p = £apa, q = 2aqa^ a^ = pbqe — pcqb 

X>rflcken wir cos« durch a, &, c aus, so folgt: 

abcN^ =» abc(£c^^ — ^Eb^c^ COS a) 



Also: 



oÄc Sa(abi — ba^ ) (caj — ac^) 



^8 ist: 



bci — cb^^z b(paqb — pbqa) — ^(t)^^« — ;)a3c) 
= pa E(iqa — qa Eapa = paq — qap 

FOr die Entfernung d der Punkte 

P^ Pa pb pe 

Q^qa qb qe 

gelten demnach die Ausdrücke: 

abc£a( pbq — qbp) (pcq — qep) 



d«-- 



A* 



p-g [M-Sa(p65c H-pcg») —p^Eaqbqe - g«2:apjpj 
p =r £apa, q = ^o^ 



m. 

Die Gleichung der Geraden. 

P^ pa pb Pe 

Q^qa qb qe 

seien zwei Punkte in der Ebene des Axendreiecks und X ein solcher 
Punkt der Geraden PQ, dass 

XP'.XQ = j5, :g, 

Wir ziehen (Fig. 4) von P, Q, X Normalen auf BC, Die Längen 
dieser Seitennormalen seien 

P(a), Q{a), X(a) 



^ 
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X(a) = 00, X(b) — 00 , X{c) « ao 

Sind xa^ Tb, xc, die Coordinatenwerte von X^ endliche Zahlenwerte, 

so ist: 

2Eca 2Fxb _ 2Ete 

£axa ' £axa ^ ^axa 

Es muss also fOr alle solche Punkte X^ welche unendlich fem liegenu, 

die Beziehung gelten: 

Zaxa = 

So ist z. B. ftlr den Punkt 

X^ b — c c — a a — h 

X ist also ein unendlich ferner Punkt der Coordinatenehene. Da nan 
die Gleichung 

fOr constante o^ und variable xa für alle Punkte einer bestimmten 
Goraden gilt, so kann analog gesagt werden: alle unendlich fernen 
Punkte der Coordinatenehene liegen auf der Geraden 

£<lXa =» 

Dieselbe heisst die unendlich ferne Gerade der Coordinatenehene. 

Sind nun zwei Gerade 

®i = «1 h ^ 

®g ^ Og ^2 ^ 

parallel, so liegt ihr Schnittpunkt unendlich fern; er liegt auf der 

Geraden 

a b c 

Für die Coordinaten |a des diesen drei Geraden gemeinsamen Punktes 
gelten also die Gleichungen: 

Olla + Äilft + Cilc =* 
ala + bU + ckc^O 

Zwei Gerade ®„ ®2 sind demnach parallel, wenn 



d, b^ <?! 

(l^ b^ 6; 



% 



I 



= 



\a b c 

Gegeben sei ein Punkt 

P^ pa ph pc 



Hilf trimetri^cken Punkteoordinaien, 
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and eine Gerade 



& = ai 



Es soll die Gleichung derjenigen Geraden gebildet werden, welche 
durch P zvL ® parallel gezogen werden kann. 

Wir suchen den unendlich fernen Punkt von ®, das ist den 
Schnittpunkt der beiden Geraden: 






£r hat die Form: 



he c a ab 



= bc-^ — cftj coi — ac^ 

Die Gerade, welche durch die Punkte 



ab^ — boi 



bci — cbi 
Pa 

geht, hat die Gleichung: 



Pb 



ab^ — ba^ 
pe 



Xa 
Xh 



Pa bc^ — cij 

ph coi — aci 
pe €ibi — ÄOj 



= 



Dies ist somit die Gleichung der durch P ^ pa pt pe 
(B ^ Oj &| C| parallel gezogenen Geraden. 



zu 



V. 

Abstand eines Punktes von einer Geraden. 

® sei eine Gerade, P ein Punkt in der Ebene des Axendreiecks 
ABC, Es soll der Abstand des Punktes P von der Geraden ® be- 
stimmt werden, wenn 

P = Pa pb Pc 

A{®), P(®) seien die Abstände der Punkte A, P von der Geraden 

®. Ziehen wir die Normalen von A und P auf ®, verbinden A mit 

P und verlängern AP^ bis diese die ® in $a trifft; so haben wir 

(Fig. 5.): 

Pm P^a 



A(®) — A^ 



W 
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Ziehen wir ferner von P und $a die Normalen anf CA^ so finden wir 



Es ist: 



AP 


%a{b) 
' P(b) 


Pm A%a-AP %a(h)-P(b) 


Am A'i^a 


'^a(h) 


P =pa 


Pb Pe 


A =1 





^/^ =0 


pe —pk 


(S = a| 


h c^ 


^4Ja = hPh'\'C^Pe 


— a,p6 — «iP» 


Mi tL\ 


2Fa,p6 




^iPc) — ha^pb — ca^pc 


7>//,\ 


2Fpt 


^ (^^ - ap 


a-\~bpb-j^cpe 


. rUÄ «^^1^« - 


2Fph 



Also ist: 



Hieraus folgt: 

Es bandelt sich also daratn, ^(®) zu bestimmen. 

Es treffe & die BC in A^. Es ist dann : 
2 X Dreieck AB^C\ = B^CiAm = ^Bj^Cisino 

Da 

B^Ci^ =- ^2?,* + ^6'i^— 2-4/^1 ^Ci cos o, 

reducirt sich die Aufgabe auf die Bestimmung der Strecken AB^^ 
AC\. Die Figur gibt: 



Nun ist: 



B,(c) 



* sino ' 


JCi 


QW 


sina 


Aj= 


<?i 


-&i 


B, = -ci 





«1 


C,= Ä, 


—«1 





2Fai 


c\W -- 


2Fai 




mit trimelriachen Punktcoordinaten. 
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Also erhalten wir: 



AB^ = 






ho<^ ^C = — — ^ 



'.^'' - (Ä)+ (Ä;) +KÄ;) (Ä)"' " 

X [(cfli — a<?j)2-f-(«*i --*«i)^+2(caj — a(?,)(aÄ, — iöi) cos«]. 

IWir erhalten weiter: 

(croj — ac,)*-j-aÄi — 5ai)*-f-2(caj — ac^) (ab^ — bc^) cos « 

-f- ^1^ . «*^^ 

-f- a^bi {ac^ — a'c — o^^c) 

— b^c^.a^{b'^+c^--d^) 

— CiOj . oft (a*-f"^^ — ^') 

— o^ii . a<? (a*4~ ** — ^^) 

Wir erhalten demnach: 

abca^N 



1^ 
be 



Am 






Das gewornene Resultat lautet: 
Der Abstand des Punktes 

von der Geraden 

ist gegeben durch den Ausdruck: 



aN 

N2apa 



pb 
b. 



Pc 



Ivia^T' iV^- 2:^-2^6,0, cos« 
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Hain. Die ersten I'ormeln /Ur die Redknung 



bu^-^-CUc 



— atH> 



— auc 



Dio GleicfauDg der durch P zu AWa parallel gezogenen Geraden, 
welche zugleich die von P auf & gefällte Normale ist, lautet: 

xb pb — aub =0 

Xc pc — OUc 



Nua ist: 



£a{ai — bi cos y — Cj cos ß) = Sa^ (a — b cos y 

2aua «= 
bub -f- cue = — aua 

Wir haben also das Resultat: 



Die Gleichung der von einem Punkte 

P^ Pa pb Pc 

auf die Gerade 

® ^ Oj Äj c^ 

gefällten Normale lautet: 



OCb 



Pa 
Pb 



Üb 



= 



acc pe th 

Ua == «1 — ^iCOSy — CiCOSß 



ccosß) 



VII. 



Flächeninhalt des durch drei Punkte oder droi 
Gerade bestimmten Dreiecks. 



P = pa 
Q= Sa 



Pb 
qb 

n 



qc 



seien drei nicht in einer Geraden liegende Punkte. Es soll der 
Flächeninhalt des Dreiecks PQR bestimmt werden. 

R{PQ) bezeichne den Abstand des Punktes R von der Geraden 
PQ, so dass 

2 X Dreieck PQR « PQ,R{PQ). 

Nun drücken wir PQ nach IL aus. Wir erhalten: 



mit trimetrischen Punkt coordiuaten. 
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PQ = 



ahcN 
P3 



Weü 

ist nach Y.: 



N^ == lüij« --2^Vi cos a 
Pbqe — pcqbt p ^ ^opa^ q 



^aqa- 



PQ = a^ 



R{PQ) 



2F2:ajn 
NZara 



Dioso Werte für die Längen PQ^ R{PQ) geben: 



abcN 2F£aira abcZa^Va 



|jg NJSara 



pqZoTc 



Sa^va = 2ra (ptqe — pcqh) 



Da nun 

fa Pa qa 
n pb qb 

Te pe qc 

80 erhalten wir die Lösung der gestellten Aufgabe: 

Der Flächeninhalt <Z> des Dreiecks, welches von den Punkten 



P^pa 
Q = qa 
R^ra 



Pb 
qb 

n 



Pe 
re 



als Ecken gebildet wird, ist gegeben durch den Ausdruck: 



O^ F. 



abc 



Sapa . Zaqa . Zara 



pa qa »*« 
pb qb rb 

Pc qc rc 



Setzen wir in dieser Formel P^ (®s, (83), als den Schnittpunkt der 
Geraden ®^ @3; ebenso 



und ist 



80 wird: 



Q 


= (®i, 


®i), 


Ä = 


(®1, 


®,) 




®,= 


«1 


^1 


^1 






®,= 


o» 


*« 


Cj 






®,= 


«s 


h 


<^3 






Pa 


-» ÄjCg- 


-V« 








qa, 


— &8<J,- 


-Vs 








r« 


= *,c,- 


-Vi 
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Hain: Dit ersten Formeln für die Recknun^ 



Pa 


qa 


ra 




pb 


qb 


r» 


- 


pe 


qc 


re 





Pa Pb pc 
qa qb qc 

ra n re 
= Paiqbre — qerb) + qa (rbpe — repb) + ra (pbqc —pcqb) 

Nun ist: 



qbrc — qcre = (c^a^ — Cja^) (a^b^ 
— Ol* ( Vs — ^s^i) + «1«« (Vi - 

Also wird: 



^^s) + ÖJ«! (*i<?j — *2<l) 



— «^sKh) 



/>a ( g&rc — ^cTft) «= (h^Pa^-i-OiOiPttqa'^a^a^rapt 

Ebenso erhält man: 

qairbpc—rcpb) = a»V* + ai«»l)«9a + «««89a»*a 

Demnach ist: 



pa pb Pc 
qa qb q 
Va rb r 
(h^Pa^ + Oj W + ö»*»*«* + ^<h^iPaqa +2a^a^qara + 2a^air pa 



(oj Po + a2<Za+«3»"«)* 



Ferner ist: 



«1 
o, b 



^1 « 



^ap 



2 
«8 *3 ^ 

a 6 



-^aga 



2art 



«8 

a 
«1 



*3 

*i 
6 



c 

<?8 



«8 ^2 ^ 

Nach Substitution dieser erhaltenen Werte in den Ausdruck für Drei- 
ck PQR bekommen wir: 



mit trinttriicitii PuaklcoordtBatm. 

Das von den Geraden 

«1 = «1 h "i 
®, = «, i, 0, 

®s = <% 6| e, 

gebildete Dreieck hat znm Flficbeninbalta den AaBdrack: 
Dreieck (ß,tSa®^ 



«1 *i «i 

oic^ Ol Af «1 

°a ^a q> 

Oj ^1 <!| i* ^t '^ "a 's ^ 

o, fr, c, o, fr, (^ «1 *i Ci 



vm. 

Der Winkel zweier Geraden. 
Um den Sinns des Winkele zweier Geraden 



za bestimmen, ftllen wir (Fig. 7.) von A^, dem Schnittpunkte der 
Geraden Q nnd SC, auf ®, eine Scnkrecbte, welche ihren Fuss- 
pnnkt in Ä' bat Die Geraden &i , @, treffen sieb in D. Femer 
sei Winkel J,D-4'-= ro. Dann folgt aus der Fignr; 

AfA' = A^Daiaui. 

Wir bestimmen nun A^D nach II. and A^A' -^ .>lg(@,) nach V. 
Znnäcbst erbalten wir nach der Formel 



p -= £apa, g = Saqa 
Ä* = S(ptge — pcq'')^— 2£lpcqm — png«) (po9t — p«") «'S "■ 



wenn wir: 
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pbqe —pcqb = 02 (b^Ci — Vi) 
peqa — paqe = ^jC^i^j — Vi) 
paqb — pitqa = <?«(*iCj — b^ ) 

Also ist: 

* (bc^ — cb^) £a{biC2 — b^c^) 

Ferner crhalteu wir: 

Somit ist: 

^2^' 2F SaibjC^ — b^c^) 

Für den Winkel w der Geraden 

®l^ Ol Äj Cj 

®9 ^ Oj Jj Cj 

gilt also der Ansdruck: 

sin. = sm(®,®,)^^^. ^j;^^^^ 

Nj^ = ^oj« — 22:^1 cos« 

iVj»« 2:0,« — 2Ä^ cos a 
Es ist also: 

r2F 2:a(V,--V ,)]» N,^N,^--[i: sin ajb^c, - V>)3 

00s w « 1— 1^^^ ^^^^ j — ^^,^^, 

iV^'iVg'^- [^8ina^(^jC2~&igt)]^— 22^sin/3siny(g^a2~<?2^)(%^» — ^a^i ) 

Fahren wir nun in diesem Ausdrucke folgende Werte ein: 

iVi« = 2:01« — 2 2: Vi cos o 
Ni^ = 2:07» — 22;2»,c, cos« 

sina^ = 1 — cos«* 

F 

sin/3siny = — =. cosa+cos/Jcosy, 

so erhalten wir für den Zähler von costo^ folgenden Ausdruck: 

— 22^C08a(Vj4" Vi) («102 + Vs+^i^s) 

+ 2^ cos a\b^C2 + ^«Ci)^ + 22? cos /3 cos y (ciO, + C7^)(<hh 4* Vi) 

= (ZoiO^)^ — 2Za^af,. 2?C08ef(V2+Vi) 

4-[2;costt(v«+Vi)3^ ^ [2:ajrt2 — 2;cosa(^»jC24-Vi)]* 



mit trimetinschen Punictcoordinaten. 



Cs ist also: 



Zwei Gerade 



®1 ^ Oj ^1 Cj 



©2 = 02 e/2 



'2 
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&2 ^« 

sind somit aaf einander senkrocht, wenn 

Schliesslich ergibt sich: 

tang,. = tang(®,@,) = ?f • > ^yn'']*!'^ , ■ 

Wien, Juni 1881. 




I 

I 
1 
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MUctUen, 



XXVI. 



Miscellen. 



1. 

Bemerkunteii su der In Teil 55. Seite 426 f erebenen AmftHswif ] 

der GlelehmiteB Tlerten Grades. 

Aus No. 13. der genannten Abhandlung ersieht man, dass die 
Gleichung 

ersetzt werden kann durch 

2) (x«+ ^x+p) {^ + ^x^q) - 0. 

Entwickelt man No. 2., so erhält man durch Vergleichung mit 
No. 1. 

3) p+q '^^^— 

4) a(p+«)— <(|>-5) = 2c 

5) pqz=d. 

Setzt man zur Abkürzung 

4d— a*=:u4 und 

so ergiebt sich 

6) T+q= -j— nnd 

7) f»— 5= ""^^ — wß<l hieraus 
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8) p g_+-_g-_ 

9) 3-=-g 8^. 

Mit Hülfe von No. 4. entsteht: 

{A 4- ««)2<2 — (^+ oi«)» — 64<tt« == oder 

10) «6^(2^ — o»)e*+(^»-2ai?— 64d)«« — B« « 0. 

Zur Bestimmung der Warzeln der Gleichung vierten Grades hst 
man nun: 

11) ««H — 2""^+ 8 ^T',^^ ^^^ 

12) «*+ -^ « H ^ 1 g^ — « und hieraus: 

wie in Teü 55. Seite 428 

^^«j^ «-«-}/ ?^-««-.(2^~a*)) 
Kiel im November 1881. Ligowski. 



2. 
Zur Tangentenconstruetlon der Astroide. 

Herr Stammer hält es in seinem Aufsatze über Tangentencon- 
struction der Astroido (Archiv 67, 2. pag. 224.) für zweifelhaft, ob die 
Aufgabe, auf der beweglichen Geraden in jeder ihrer Lagen den Be- 
rührungspunkt zu ünden, sich allgemein für jeden Winkel w lösen 
lasse, und giebt deshalb vorläufig nur die Entwickelung für den be- 
sonderen Fall w » 90^. Man hat aber für, den allgemeinen Fall mit 
Anwendung schiefwinkliger Coordinaten, die den Winkel w bilden, 
die Gleichungen: 1) i^^-f-g*— %>gcosw; — a* = und 2) py-^-qx — 
p^ r» 0. Um die Enveloppe der durch die zweite Gleichung aus- 
gedrückten Geraden zu finden, diferentiiere man beide Gleichungen, 
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oinmal partiell nach p, und dann partiell nach 9, und setze die Ter- 
hältnisse der Differentialquotienten einander gleich; man erhält so 
die Bedingung: 

3) (tf — 5) (3- .pcosir) — (x — p){p — qcesw). 

Die Elimination von p und q aus diesen 3 Gleichungen liefert 
die Gleichung der Enveloppc. Nimmt mau aber in Gl. 3) die x und 
y als laufende Coordinaten an, so bedeutet sie eine Gerade, auf der 
der Berührungspunkt liegt. Dieselbe steht, wie leicht gezeigt werden 
kann, auf der durch Gl. 2) dargestellten senkrecht, und geht durch 
den Punkt x =^ p^ y =^ q. Man hat daher, gerade wie in dem spe- 
ciellen von Herrn St. ausgeführten Fall, von den Endpunkten der 
Tangoute Parallelen mit den Axeu zu ziehen und von dem Schnitt- 
punkte derselben eine Senkrechte auf die Tangente zu fällen; der 
Fusspunkt derselben ist der gesuclitc Berührungspunkt. 

Dieses Resultat lässt sich auch noch in anderer Weise gewinnen 
wenn man den Berührungspunkt einer Erzeugenden der Enveloppe 
als den Durchschnittspunkt zweier unmittelbar aufeinander folgenden 
Erzeugenden ansieht. Seien AD und BD die beideu gegebenen unter 
den Winkel w geneigten Geraden, AB und A^B' zwei Erzeugende 
der Enveloppe, die in T den vorerst als endlich angenommeBen 
Winkel Ö bilden und beide die Länge a haben, so hat man, wenn o, ß 
die Winkel zwischen BA und AA\ BB' bezeichnen: 

B T sin(ß + 6) BT __ sin (« — 6) 

Wl*^ sin/S ^^^ B'T'^ sin« * 

Daraus ergiebt sich durch Elimination von /^Tnach einigen leichten 

p , ^ V uxu • ^^ [sincr-sin( a-d) ]sin(/3+^) 

Rechnungen das Verhältmss: — = -t ^ ,0 i t^ a - , 'x\' 

® a sinasin(j3+o)--8inpsm(a— 0; 

Der Zähler auf der rechten Seite geht über in das Prodnct 
2sinidcosi(2a— d)sin(j3-f^)i der Nenner durch Entwicklung und 
Reduction in sindsin(a4-/?), und da sich dann sin^d weghebt, so ist 

, , BT cosi(2«— d)sin(/34-d) r^ ^ . ^ x x.- .. 

zuletzt — « ' i> . ' — r^7— ^. Dadurch, dass man 6 bis zur 

o cosiösin(a-|-p) ' 

Null abnehmen lässt, findet man hier$ius den Grenzwert des Yerhält- 

BT cosasinö „r .1 ^ . /> .^ - , x o^ •» 

nisses — = . . J Ttfx- Weil aber asinp =« AZ)8in(a+p), so iw 

BT = ulDcosa d. h. wenn man von D aus eine Senkrechte auf AB 
fällt und ihren Fusspunkt F nennt: BT=AF^ woraus sich unmittel- 
bar die oben gezeigte Construction ergiebt. 

Bensheim. Dr. Stoll. 
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Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen. 

Systematische Eutwickelung der gesamten Algebra. I. Teil : Die 
vier Species. Von Dr. E. Suchsland. Wissenschaftliche Beilage 
für das Programm des Gymnasiums zu Stolp. Stolp 1881. C. Schra- 
der. 51 S. 

Das Buch soll ein Leitfaden für Lehrer und Schüler sein und ist 
CS, hervortretend aber ist gleichzeitig sein Charakter als philosophi- 
sche Arbeit. Mit ungewöhnlicher Sorgfalt ist der Verfasser bemüht 
gewesen jeden Punkt, der zur vollstÄndigen Auffassung der Lehr- 
gegenstände gehört, zum Bewusstsein zu bringen. Die hier geübte 
Logik ist indes eine sachliche, nicht in formellen Bedingungen befangen. 
Die Definitionen machen nicht den Anspruch die Begriffe zu geben; 
manchmal würden sie, formell betrachtet, sich als idem per idem ent- 
hüllen; dabei aber machen sie auf den Inhalt aufmerksam, und dies 
scheint ihr eigentlicher Zweck zu sein, dem gemäss ihnen wol keine 
grosse Wichtigkeit beizulegen ist. Zahlreiche Punkte Hessen sich 
nennen, in denen sich das Lehrbuch durch correcte Bestimmungen 
hervortut, die sonst häufig fehlen oder ungenügend gegeben werden; 
doch gehört die Besprechung derselben dahin, wo die Mängel vor- 
kommen. Hier muss vielmehr von denjenigen Punkten die Rede sein, 
wo im Gegenteil oft gerügte Mängel und Unrichtigkeiten sich aufs 
neue produciren. Es sind dies die einzelnen folgenden. Der Anfang lau- 
tet: „Rechnen heisst, aus zwei oder mehreren gegebenen Zahlen nach 
bestimmten Regeln neue bilden.'^ Solange nur im allgemeinen vom 
Rechnen und Rechnungsarten die Rede ist, fällt freilich die Unrich- 

Teil LXVII. Heft 1. 
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tigkeit der DefiDition nicht auf. Doch wo ündet man im Bereich des 
wirklichen Rechnens einen einzigen Fall, auf den sie passt? Sie ist 
ein betreffender Beleg des satirischen Ausspruchs eines bekannten Ge- 
lehrten: ,, Allgemein richtig heisst, was auf keinen speciellen Fall an- 
gewandt werden kann/^ Aus zwei Zahlen 7 und 8 die neue Zahl 7.8 
bilden, das ist im allgemeinen mit der Erfindung der Multiplication, 
im besondem mit der Aufgabenstellung geschehen, dass ist es nie, 
was der Schüler lernt und übt Dessen Tätigkeit besteht, nach all- 
gemeinem Sprachgebrauch — weder die Schüler noch die Lehrbücher, 
das vorliegende nicht ausgenommen, kennen einen andern — darin 
die gegebene Zahl 7.8 in dekadischer Form 56, allgemein zu reden, 
in beabsichtigter Form darzustellen. Beim numerischen Rechnen ist 
die falsche Definition wirkungslos, man vergisst sie und denkt trotz 
ihrer das Richtige. Für klare Auffassung der Buchstabenrechnnng 
ist es unerlässlich zu zeigen, dass alles Rechnen ein Transformiren 
ist. Es entspricht dem sonst so glücklich durchgeführten Gesichts- 
punkt des Lehrbuchs nicht, dass es diesen Sachverhalt verschweigt 
und den Begriff im Dunkeln lässt. Der zweite Punkt betrifft die als 
unrichtig längst verurteilte Definition der Multiplication , die man 
heutzutage selten hört, und die überfiüssigerweise und nicht im Ein- 
klang mit der vorausgehenden Erläuterung hier aufgestellt ist Es 
brauchte nur das Vorhergesagte zusammengefasst zu werden, dann war 
die Definition in Ordnung. Drittens wird hier gesagt: um unbe- 
stimmte negative Zahlen zu schreiben, setze man ein Minuszeichen 
vor die positive. Hiernach könnte man unbestimmte Zahlen, von 
denen auch nicht bestimmt ist, ob sie positiv oder n^ativ sind, gar 
nicht schreiben. Es ist aber schon vorher bekannt, dass o — h eine 
solche Zahl ist, mithin die Lücke in obiger Aufstellung offenbar. Soll 
es nun nicht erlaubt sein a~b ^ c zu setzen , d. h. eine Zahl von 
unbestimmten Vorzeichen mit 1 Buchstaben zu schreiben? Da in der 
Lehre von den allgebraischen Gleichungen, die in einem spätem Tefle 
folgen soll, und auf die der Verfasser das grösste Gewicht legt, nie- 
mand daran denkt die Bedeutung von x auf positive Zahlen zu be- 
schränken, so ist es offenbar incorrect, den Schüler vorher an eine 
so beschränkte Auffassung zu gewöhnen. Doch schon ehe man soweit 
kommt, treten oft Collisionsfälle mit der Erklärung auf, die aus Un- 
aufmerksamkeit unbeachtet bleiben. H. 



Die trigonometrische Auflösung der quadratischeji und kubischen 
Gleichungen bearbeitet von A. P. L. Claussen, Lehrer am Rönigl. 
Seminar in Eckernförde. Schleswig 1880. Julius Bergas. &4 S. 

Da in Lehrbüchern der Algebra^ die trigonometrischen Auflösun- 
gen oft wenig berücksichtigt sind, so hält der Verfasser eine geson- 
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derte Bearbeitung des Gegenstandes für nützlich. Das Vorliegende 
ist demnach als Ergänzung der betreffenden Schulbücher zu betrach- 
ten. Seinen Zweck erfüllt es reichlich; man findet darin alles zur 
Sache gehörige, die vor|L(ängige Umformung der Gleichungen, die loga- 
rithmische Gestaltung mit Zuziehung von Hülfswiukeln nach den be- 
kannten Methoden in bester Ordnung entwickelt. Der Vortrag geht 
in hinreichend langsamem Schritt, so dass die Schüler leicht folgen 
können. Ausgeführte numerische Beispiele sind zur Verdeutlichung 
jedem Abschnitt beigegeben. H. 



Lehrbuch der Arithmetik und Algebra mit Uebungs- Aufgaben für 
höhere Lehranstalten. Von Dr. Th. Spieker, Professor an der 
Kealschnle zu Potsdam. Erster Teil. Zweite, verbesserte Auflage. 
Potsdam 1881. Aug. Stein. 378 S. 

Die erste Auflage ist im 231. litt. Bericht besprochen. In der 
gegenwärtigen haben mancherlei formelle Aenderungen Eingang ge- 
funden. Ausserdem ist der Inhalt vermehrt durch die Aufnahme der 
B^zout*schen Eliminationsmethode und die specielle Einführung der 
Determinanten bei Auflösung der linearen Gleichungen für 2 und 3 
Unbekannte. Der Verfasser erkennt an, dass gegen letztere Bedenken 
möglich sind. Hier, wo sie nur als Sache einer leichten Beobachtung 
auftritt, also kein Anfang einer Theorie sehi soll, ist sie wol minde- 
stens unschädlich. Zu erinnern ist nur, dass die Gelegenheit sie vor 
den Schülern durch einen augenfälligen Nutzen zu motivireu versäumt 
worden ist. Auf die Fälle der Abhängigkeit der gegebenen Glei- 
chungen, ihrer Unbestimmtheit oder Widerspruchs, wird nämlich aus- 
führlich eingegangen. Bei der Frage hingegen, woran die Fälle zu 
erkennen seien, bleibt es ganz unerwähnt, dass die Determinante null 
das Kriterium bildet. Ausser einem Zusatz zu den periodischen 
Kettenreihen und der iudepeudenten Bestimmung des uten Näherungs- 
bruchs eines Kettenbruchs besteht eine bedeutendere Vermehrung in 
der Aufnahme der quadratischen und kubischen Gleichungen, die 
eigentlich für den II. Teil vorbehalten waren, weil dessen Ausgabe 
aber in nächster Zeit nicht zu erwarten ist, zu besserem Abschluss 
herüber genommen sind. £. 



^ Lehrbuch der ebenen Geometrie mit Uebuugs-Aufgaben für 

y höhere Lehranstalten. Von Dr. Th. Spieker, Professor an der 

i: Realschule zu Potsdam. Mit vielen in den Text gedruckten Holz- 

schnitten. Vierzehnte, verbesserte Auflage. Potsdam 1879. Aug. 

' Stein. 335 S. 
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Die 6. Auflage ist im 217 ten, die 8te im 222sten, die 13 te im 
251stei) litt. Beliebt S. 31 besproehen. Auf das Gesagte hat der 
Verfasser keine Rücksicht genommen. Auf den falschen Beweis zum 
Parallelensatz hat er nicht verzichtet. Die Winkelgrösse ist noch 
undefinirt gelassen, das bekannte Kriterium der Gleichheit uud Un- 
gleichheit der Winkel, welches die Lttcke jenes Beweises verraten 
haben würde, ist verschwiegen; anderes nicht zu erwähnen. H. 



Lehrbuch der Geometrie für Gymnasien und andere Lehran- 
stalten. Von C. M^yer, weiland Professor und Prorektor am Gym- 
nasium zu Potsdam. Herausgegeben von Prof. H. 0. £. Martus, 
Direktor der Sophien-Realschule in Berlin. Erster Teil: Planimetrie. 
Dreizehnte Auflage. Leipzig 1881. C. A. Koch. 188 S. 

Der 2. Teil des Gesammtwerks , enthaltend die Stereometrie, in 
6. Auflage, ist im 245. litt Bericht S. 5 besprochen. Die Sorgfalt 
der Bearbeitung, welche in jenem Teile anerkannt worden ist, bot 
sich hier im Anfang der Doctriu noch mehr zu betätigen Gelegen- 
heit. Sie cbarakterisirt sich durch die erstrebte systematische Voll- 
ständigkeit, in welcher zuerst die der Betrachtung unterliegenden 
Objecto, dann die doctrinüreu Anordnungen behandelt werden. Die 
Ausführlichkeit in solchen äusserlichen Punkten geht weit über das 
gewöhnliche Mass hinaus. Besonders zu nennen ist etwa die Aaf- 
stellung und Erklärung der rechnenden Elemente innerhalb der Geo- 
metrie, welche sonst nicht erwähnt zu werden pflegen. Sonst ist der 
Lehrgang der gewöhnliche, die Lehiform die Euklidische. Nur ist 
der Flächengleichheit kein besonderer Abschnitt gewidmet, der Ge- 
sammturafang der hierhin gehörigen Sätze gering, ohne jedoch Not- 
wendiges vermissen zu lassen. Ein Punkt in der Vorrede des Ver- 
fassers, dessen Ansicht der Herausgeber doch gewiss vertreten wird, 
erfordert eine Antwort. Er betrifft den Parallelensatz, in dessen De- 
duction das Lehrbuch zwei Schritte zurückgreift. Er wird zurück- 
geführt auf den Satz, dass jede von einem Punkte innerhalb eines 
Winkels ( •< 2R) ausgehende Gerade einen der Schenkel schneidet 
Da sich dies nicht beweisen lasse, sagt der Verfasser, „habe er sich 
aus pädagogischen Rücksichten mit einer gewissen Art von Induction 
zur Anschauung begnügen müssen, welche immer noch besser sei, 
als ein ganz unerwiesener, eingeschmuggelter Grundsatz.^^ Ja wenn das 
geschehen wäre ! Das factischo Zuwerkegehen entspricht dem nicht im 
entferntesten. Es wird nicht auf Annschauung, sondern auf Vermeidung 
des p]inblicks gebaut Das Verfahren ist eigentümlich, aber die Ab- 
sicht klar zu machen darin nicht zu erkennen. Der Satz steht nicht 
wie gewöhnlich vorn an mit nachfolgendem Beweis, sondern als Re- 
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soltat einer Entwickelung ohne Ueberschrift Statt dessen geht als 
Lehrsatz voraus eine Behauptung, die in ihrem zu weitem Umfange 
uar zum Teil richtig ist, dass nämlich in einem Dreieck nach Weg- 
nahme einer Seite das im vorigen Lehrsatze Gesagte unverändert 
fortgeltc. Das Besultat bleibt freilich gültig, der Grund woraus es 
hervorgieng hingegen fehlt. Die oben erwähnte, nun folgende Ent- 
wickelung, obwol nicht Beweis genannt, unterscheidet sich in nichts 
von einer Deductiou, ausser dass sie eine Lücke enthält. Es wird 
stillschweigend vorausgesetzt, dass jeder Punkt innerhalb eines Win- 
kels auch innerhalb eines Dreiecks liegt, das jenen Winkel hat. Was 
also eingesehen werden muss, wird nicht einmal ausgesprochen, ge- 
schweige denn durch nähere Betrachtung zur Auffassung gebracht. 
Verhüllung des nicht beweisbaren Punktes ist es also, worauf das 
Manoeuvre ausgeht. Motivirt wird dies durch pädagogische Rück- 
sichton. Ist es pädagogisch, den Schülern die Tatsache zu ver- 
schweigen, dass mitten in den Elementen der Geometrie ein Satz 
cxistirt, den noch niemand hat beweisen können? Meint man, es 
werde durch diese Wahrheit die Achtung vor der Wissenschaft ge- 
schmälert? Wenn dies Vorurteil noch verbreitet ist, so liegt es daran, 
dass die meisten Gelehrten keine productivcn Forscher sind; denn 
diese wissen aus eigener Erfahrung, dass die Anerkennung der Tat- 
sachen, begriffen oder nicht, die erst3 Bedingung ihres Erfolges ist« 
Es sind nicht die Urheber, sondern die Ausbeuter der wissenschaft- 
lichen Entdeckungen, die gegen die Wahrnehmungen, welche nicht 
in ihr System passen, die Augen verschliessen. Man stelle nur ge- 
genüber den Wissensdiinkel, der, weil ihm schon vor dem Verständ- 
niss die Beweisbarkeit aller Sätze garantirt ist, das Einzelne gering 
schätzt, derjenigen Geistesbildung, die für jede Erweiterung der Fähig- 
keit dankbar ist, und es kann kein Zweifel sein, dass wir durch 
offene, wahrhcitsgemässe Darlegung des Sachverhalts, die ohnehin als 
moralische Pflicht gelten sollte, der Geistesentwickelung der Schüler 
einen besseren Dienst leisten, als durch solche dialektische Künste, 
durch welche hier der Glaube an die mathematische Unfehlbarkeit 
gerettet werden soll. Wie der auf die angeführte Stelle der Vorrede 
folgende Satz sagt, kümmert es den Verfasser nicht, ob die getroffene 
Auskunft von der Kritik verurteilt wird. Er baut also auf genügende 
Beistimmung von andrer Seite. Hat er darin Recht, so war es um 
so mehr geboten, in seinen Aeusserungen das Verborgene ans Licht 
zu ziehen, die Nicht-Uebereinstimmung der in der Vorrede ange- 
gebenen und der im Buche betätigten Grundsätze zu constatiren und 
die pädagogischen Pflichten, auf die er sich beruft ohne sie zu nen- 
nen, näher zu beleuchten. Traf damit zugleich das Lehrbuch ein 
partieller Tadel, so sollte dessen Brauchbarkeit nicht angegriffen 
sein: der Lehrer wird leicht die vermisste Aufklärung geben 
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können, wenn gleich die künftige Abänderung des Textes za wün- 
schen bleibt. Wünschentwert möchte ferner sein der Wegfall der 
niissbräuchlichen Erklärung des Wortes „Figur", die der Verfasse 
bei dessen bäußger Wiederkehr fast jedesmal selbst umstösst Im 
fast gleichen Falle ist die Definition des Kreises als Fläche: 'sowol 
in der vulgären Rede, als auch im grössten Teile der Doctrin ver- 
steht mau darunter die Linie, was auch logisch das allein correcte 
ist. H. 



Lehrbuch der elementaren Planimetrie. Von Dr. Jul. Peter- 
sen, Docent an der polytechnischen Schule in Kopenhagen, Mitglied 
der königlich dänischen Gesellschaft der Wissenschaften. Deutsche 
Ausgabe, unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von Dr. R. von 
Fischer-Ben zon, Oberlehrer am Gymnasium in Kiel . Kopenhagen 
1881. Andr. Fred. Host u. Sohn. 105 S. 

Das Lehrbuch ist vorzüglich, sofern es der Pflege der Anschauung 
gewidmet Ist. Von diesem Zwecke giebt die ganze Bearbeitung 
Zeugniss durch die praktische Verwertung aller der Betrachtungen) 
welche dazu führen können; auch werden die Mittel die Sätze klar 
zu machen nie Beweis genannt, und kein Grund als ein zwingender 
hingestellt Dass die Beschränkung des Zweckes auf die Anschaunng 
mit Absehen von den logischen Erfordernissen, welche auf dem Titel 
nicht ausgesprochen ist, auch in der Vorrede des Uebersetzers ver- 
schwiegen bleibt, ist nicht zu billigen. Dieselbe macht erklärter- 
niassen den Anspruch , dass das Buch den Zweck des Unterrichts in 
der Geometrie überhaupt zu erfüllen geeignet sei, und zwar auf dem 
Wege, dass der Schüler dadurch die Fähigkeit zur Lösung von Con- 
structions- Aufgaben erlange und hierbei im logischen und consequenten 
Denken geübt werde. Diesen so allgemein hingestellten Erfolg wollen 
wir nicht bestreiten, wol aber, dass der Schüler je dadurch begreifen 
lerne, welche Gründe hinreichend zum Beweise eines Satzes sind. 
Dazu genügt ein Beispiel. Das Lehrbuch macht fruchtbare Anwen- 
dung von der Drehung einer Geraden, aus der sich die Summe der 
Winkel eines Polygons ergiebt. Dies Verfahren ist höchst geeignet 
eine übersichtliche, umfassende Anschauung von den Richtungen der 
Geraden einer Figur zu geben. Wird aber zugleich der Schein er- 
weckt als ob (las Resultat bewiesen wäre, so ist dies eine Täuschung. 
Denn genau dieselben Betrachtungen haben auf der Kugelfläche Platz, 
und führen zu einem falschen Resultat. In der Ebene nämlich ist 
der Wechsel des Drehpunkts ohne Einfluss, auf der Kugel hingegen 
ist die Wirkung der Drehung um verschiedene Punkte verschieden. 
Da nun von dieser Eigenschaft der Ebene gar nicht die Rede ist, so 
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wird anch der Grund des Erfolges nicht erkannt Schon die Er- 
klärung des Winkels, die sich gar nicht auf die Frage eiulässt, wie 
sich zwei Winkel der Grösse nach vergleichen lassen, zeigt, dass 
der Verfasser die logischen Erfordernisse als Nebensache ansieht 
Mit einem so einseitigen Unterricht kann sich das Gymnasium, wel- 
ches auch die Vorbildung für das wissenschaftliche Studium zu geben 
hat, nicht begnügen. Wohl kann er für Solche, die von den Ele- 
menten der Geometrie bloss praktische Anwendung machen wollen, 
recht nützlich sein. Nur sollte man nicht von einem so beschränkten 
Standpunkte über das Ganze des geometrischen Unterrichts urteilen, 
wie es hier in der Vorrede geschieht Das Lehrbuch handelt nach 
einander von der Lage der Geradon, hierbei von den Winkeln, Kreis- 
bogen und Parallelen, von den Beziehungen der Länge von Geraden 
im Dreieck, dann von Constructionen. Congruenz und Symmetrie, den 
Polygonen, namentlich den regelmässigen, dann von der Aehnlichkeit, 
insbesondere von den Proportionen am rechtwinkligen Dreieck, von 
der Potenz eines Punktes in Beziehung auf einen Kreis, hierbei der 
Lehrsatz des Ptolemäus, dann von der Teilung und Länge des Kreises, 
dann vom Flächeninhalt. An geeigneten Stellen folgen zugehörige 
Uebungsaufgaben , im ganzen 228. Die Figuren sind in den Text 
gedruckt H. 



Geometrie. 

Untersuchungen über die Flächen mit planen und sphärischen 
Krümmnngslinien. Zweite Abhandlung. Von Alfred Enneper. 
Aus d. 26. Bd. d. Abhdl. d. Kön. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen. Göttingen 188<). Dieterich. 4<>. 139 S. 

Die erste Abhandlung untersuchte die Flächen mit planen Krüm- 
mungslinien, die jetzt erschienene Fortsetzung gewinnt, zum Teil mit 
verschiedenem Verfahren, analoge Ergebnisse für die Flächen mit 
sphärischen Krümmungslinien. Insbesondere kommt hier der Satz in 
Anwendung, dass auf zwei sich nach reciproken Radienvectoren ent- 
sprechenden Flächen der gemeinsame Radiusvector gleichzeitig Krtim- 
mungslinien beschreibt. Weiterhin wird auch der Fall in Betracht 
gezogen, dass das Product der Radienvectoren nur nach dem einen 
Parameter constant ist nach dem andern aber zugleich mit dem Aus- 
gangspunkt variirt. Die Ergebnisse davon werden angewandt, wo es 
sich um die Flächen handelt, die von den Kugeln, auf denen die 
sphärischen Krümmungslinten liegen, orthogonal geschnitten werden. 
Von Anfang werden für^^^^U eines Systems sphärischer Krüm- 
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mungslinicD die Gleichangcn entwickelt und Folgerangen üaraos ge- 
zogen. Die transformirte Fläche hat dann gleichfalls ein solches 
System. Ist das eine System concentrisch , so ist das andre plan- 
Aus den Gleichungen geht die Bedingung hervor, unter der beide 
Systeme sphärisch sind. Der Fall , wo das eine System Kreise sind, 
führt zur Betrachtung des Ortes der Mittelpunkte der Kugeln, veldie 
von der Fläche eingehüllt werden ; dieser ist eine Curve , auf deren 
Tangentenfläche die Curve der Mittelpunkte der Kugeln des sphäri- 
schen Systems liegen; etwas analoges findet überhaupt bei sphäri- 
schen Krttmmungslinien statt. Der Satz, dass alle Flächen mit 2 
Systemen sphärischer Krümmungslinien Parallelflächen solcher Flächen 
sind, die durch rociproke Radien einer Fläche von planem System 
entsprechen, erhält hier zum erstenmal einen vollständigen Beweis. 
Das Problem der expliciten Darstellung der Flächen mit 1 System 
sphärischer Krümmungslinien in 2 Parametern wird sodann so all- 
gemein als möglich gelöst, ein Problem das die Bearbeiter Bonnct 
und Serret unerledigt gelassen haben — und für die verschiedeneu 
Specialfälle, welche die Cnrve der Kugelmittelpunkto darbieten kano, 
durchgeführt. Der erste Anhang betrifft die Flächen, deren Krüm- 
mungslinien vom einen System geodätische Linien sind, der andre die 
Krümmungsmittelpunktsflächen, besonders für Flächen mit 1 planen 
System. Hierbei werden diejenigen Flächen, deren eine Mittelpnnkts- 
flächc ein Kegel 2. Grades ist, analytisch dargestellt H. 



An Introduction to the ancient and modern geometry of conics, 
being a geometrical treatise on the couic sectious with a collection 
of Problems and historical notes and prolegomena. By Charles 
Taylor M. A. Fellow of St. Johu's College Cambridge. Cambridge 
1881. Deighton Bell and Co. London, George Bell and sons. 
384 S. 

Das Buch ist eine recht reichhaltige und umfassende Bearbeitung 
der gesammten Theorie der Kegelschnitte nach synthetischem Lehr- 
gang und vorzugsweise constructiver Methode. Der Vortrag hat die 
Euklidische Form in Lehrsätzen und Beweisen; letztere sind nach 
Möglichkeit einfach und elegant, die Figuren in den Text gedruckt 
Voraus geht die Geschichte der Lehre von den Kegelschnitten, be- 
ginnend mit den ersten Anfängen der Geometrie der Aegypter und 
Griechen, dann übergehend zu den successiveu Entdeckungen in Be- 
treff der Kegelschnitte, mit Angabe der Quellen und Ausführung des 
Inhalts, dann von der Wiederaufnahme der Wissenschaft durch Kepler 
bis zur neuesten Gestaltung der Theorie. Die nun folgende sachliche 
Darlegung geht aus von der Deflnition der Curve durch das constante 
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Terfaältniss dor Abstäudo vom Brennpunkt und von der Directrix. 
Das Nächste bezieht sich auf ibrc Constmction and der Charakteri* 
siruDg ihrer Gestalt. Eb folgen die Sätze über den ungemeinen 
Kegelschnitt, dann Über die Parabel, dann Über die centralen Kegel- 
schnitte, über (tie Asymptoten und insbesondere die gleichsoidgo Hy- 
perbel. Jetzt wird die Curve ans den Schnitten des Kegels her- 
geleitet und vorübergehend mit dein Kegel in Beziehung gebracht. 
Weiter behandelt das Buch: die Krümmung, die orthogonale Pro- 
jcctiou, das Doppolverhältniss und die Involution, die konische Pro- 
jection, die Beziehung der Reciproken und Inversion. H. 



Beiträge zur Theorie der Riemann'schon Fläche. luaugural- 
Dissertation von Joh. Heinrich Graf. Bern 1878. Huber a. 
Comp. 46 S. 

Der Verfasser wählt das Beispiel einer sechsblättrigen Riemanu- 
sehen Fläche mit 2(> Vorzweigungspunkeu , um die vou Lüroth au- 
gobene Verwandlung und Gruppining durchzuführen. Dies geschieht 
nachdem er vorher nach Olcbsch und Gordan die Kolationen zwischen 
den primären und secundärcn Kreiswogen aufgestellt hat Hierzu 
waren darzulegen: die VorzwciKungspunkte und Umgänge, die Fun- 
damental punkte , der grosse Umgang, die secundären Kroiswege, dio 
primären Kreiswege, die Transformation der linearen RclalJoneu. 
Es folgt nun die Ueberführuug der Kreiswogc in das N ormalsystcm. 
Zum SchluBS wird die sechsblättrigo Fläche in die Oberfläche eines 
Körpers mit einer bestimmten Anzahl von Durdibohningcn verwan- 
delt. AU Vorbereitung dazu wird gezeigt, wie eine zweiblättrige 
Fläche mit H Uebcrgaugslinien sich in die Fläche eines geschlossenen 
Ringes vurwandelu l.läst, und umgekehrt; dann bei 3 Uebergangsliuieu, 
worauf dann die l..üsuug der Aufgabe für die anfängliche Fläche folgt- 



Ueber eine Fläche vierter Ordnung mit rwllem Doppelkegel- 
schnitt und ihre Anwendung zur Lösung der Auf| 
Gerade im Räume nach einem Dreieck mit vorg 
zu schneiden," Inauguraldissertation. Von 
München 1880. 4", 21 S. 

Die behaudelto Fläche wird beschrieben 
eines sich beständig ühulich bleibenden Dreiecks 
fest ist, und diu zweite auf einer festen Gerade: 
Eigenschaften werden 21 Sätze entwickelt. Mi 
der Verfasser dann die genannte Aufgabe. 
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Lehrbuch der ebenen Polygonomctrie nebst Beispielen and 
Uobangsaufgaben zum Gebrauche an höheren Lehranstalten und beim 
Selbststudium. Von Dr. Carl Spitz. Mit 30 in den Text ge- 
druckten Figuren. Zweite, verbesserte Auflage. Leipzig und Heidel- 
berg 1881. C. F. Winter. 85 S. 

Die Behandlung des gewählten Themas ist eine entschieden und 
ausschliesslich analytische, nicht weil Coordinaten angewandt werden, 
sondern weil die Gestaltung der Theorie vom allgemeinsten Gesichts- 
punkt in Angriff genommen wird. Das neck wird aufgefasst als der 
in seinem Anfang endigende Liuienzug, der auf eine der 3. 4. . . . 
(m — 1) möglichen Weisen » Punkte der Ebene durch Gerade ver- 
bindet. £s werden zuerst über die entstehenden innem und äussern 
Winkel, die Teildreiocke und die Bestimmungsstücke die nötigen Fest- 
setzungen gemacht, und die allgemeinen Folgen davon entwickelt, 
dann das schief- und rechtwinklige Coordinatensystem zugezogen, 
dann die Azimute eingeführt, diese aber nicht mit den Radicn- 
vectoren, sondern mit den Polygonseiten und Polygonwinkeln in Be- 
lation gebracht, dann der Inhalt des Polygons, dann die restirenden 
Stücke aus den ausreichend bestimmenden berechnet. Dies ergiebt 
eine grössere Anzahl von Aufgaben, die als pnncipielle zur Theorie 
gehören. Ausser ihnen werden am Schluss Uebungsaufgaben gestellt 

H. 



Exposition gdometrique des proprietes g^n^rales des courbes 
Par Charles Ruchonnet (de Lausanne). Quatri^me edition 
augmcnt^e. Paris 188(). Gauthier- Villars. Lausanne, Georges Bridol. 
Zürich, Orell, Füssli et C. 174 S 

Das Werk ist in dritter Auflage besprochen im 229. litt Bericht 
p. 3. In der gegenwärtigen Ausgabe sind die Figuren sehr vermehrt 
einige Beweise durch einfachere ersetzt, gewisse Theorien vervoll- 
ständigt Wo vorher vom Polygon oder Polyeder die Rede war, 
welche bzhw. in die Curve oder Fläche als Grenze übergiengen, wird 
jetzt direct die Curve, Fläche genannt H. 



Die Fundamentalsätze der allgemeinen Flächentheorie, eine neue, 
selbständige, leichtfassliche Bearbeitung der wichtigsten Sätze der 
allgemeinen Flächeutheorie. Von Dr. Eduard Mahler. Mit 5 Fi- 
guren in Holzschnitt Wien. 18«() und 1881. L. W. Seidel u. Sohn. 
1. Heft 28 S. 2. Heft 32 S. 

Wesentlich neu ist an dem gegenwärtigen Versuche die Ein- 
führung der Fundamentalgrössen 2. Ordnung 
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wo I, 17, f die Richtungscosinus der Normale bezeichnen. Das Motiv 
der £inführung ist deutlich; denn sie sind auf der (hier sogenann- 
ten) Einheitskugel 4*+^*+f* •= 1 das Analoge für die auch hier 
anfgcnommenen Fundamcntalgrössen 1. Ordnung Z>, -K, F. Zu ihrer 
Empfehlung kam es nun auf den Versuch an, ob sie gegenüber den 
Gauss'schen Fundamcntalgrössen 2. Ordnung, die wir mit Ausschei- 
dung des Factors A = '^EG — F^ schreiben wollen E^ ^, F^ A» 
G^ A) und in denen sie sich so darstellen 
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irgend welche Vorzüge erkennen lassen. Nun ist aber gleich die 
erste Anwendung, und infolge dessen die darauf gegründete Theorie 
der Krümmungen unrichtig. Den begangenen Fehler hat der Ver- 
fasser T. LXVII. S. 96. zur Anzeige gebracht und dabei bemerkt, 
für welchen besondern Fall die Argumentation und das Resultat zu- 
trifft Zur Berichtigung jedoch reicht dies nicht hin: es ist weiter 
zu fordern die Angabe, was in Uerleitung, Resultat und Folgerungen 
au die Stelle des Unrichtigen zu setzen ist, und welche Teile der 
Schrift vielleicht unberührt vom Fehler fortgelten. Von Vergleichuug 
mit andern Bearbeitungen der Flächentheorie ist nirgends die Rede. 
Es zeigt sich, dass die Parameter der Krümmungslinien ebenso durch 
F = g = bedingt sind , wie sonst durch F — Fj == 0. Den Para- 
metern der asymptotischen Linien hingegen entspricht keine so ein- 
fache Bedingung wie K^ = (7, = 0. In der Theorie der parallelen 
Flächen, würden die 6, gf, @ zur Verwendung kommen, wicwol die 
A'!, Fj, Gl nicht ganz ersetzen. Im I. Hefte wird weiter die Dif- 
ferentialgleichung der geodätischen Linien entwickelt ; im 2. Hefte die 
Theorie der Abbildung der Flächen nach Gauss voi'getrageu. H. 
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CCLXVI. 



Methode und Prineipien. 

Die Einheit der Naturkräfte und die Deutung ihrer gemeinsamen 
Formel. Mit fünf Fignrentafeln. Von 0. Schraitz-Dumont. Ber- 
lin 1881. Carl Duncker. 168 S. 

Der Verfasser verspricht, durch blosse Abstossung nach (— 2)ter 
Potenz der Entfernung, ausgeübt von Massenpunkten, mit Unter- 
scheidung von Körper- und Aetheratomen, beide fQr sich aber unter- 
schiedslos, die Grundlagen aller physikalischen Theorien herzuleiten. 
Die Aufgabe wird analytisch in Angriff genommen, und zwar soll 
zuerst die Existenz unveränderlicher Gruppimngcn von solchen Massen- 
punkten, d. i. starrer ausgedehnter Molecüle, dann deren Attraction 
nach (— 2)ter Potenz der Entfernung, u. s. f. als Resultat der Rech- 
nung auf Grund jener Hypothese erscheinen. Aber nur ein einziges 
mal, S. 11, wird ein Deductionsglied in einer entwickelten Formel 
dargestellt, und diese Formel ist falsch; im übrigen wird der angeb- 
liche Rechnungsgang nur durch Zeichen, aus denen sich nichts ent- 
nehmen lässt, angedeutet. Dass der Verfasser die fehlende Verbin- 
dung in Gedanken durchgeführt habe, läist sich hiernach nicht wol 
annehmen-, wir wollen ihn deshalb nicht auffordern davon Rechen- 
schaft zu geben. H. 

Das Quadrat der Bildung. Mathematisch-philosophische Erwä- 
gungen von G. M. S chttltgkj, Mit eioer Uthographirten Tafel. 
Berlin 1881. T] 

T«il LXVIL 
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Der Verfasser ordnet die ethischen Begriffe in ein Quadrat and 
deutet deren Stellungen und Corobinationen , indem er ihnen Werte 
und Kräfte zuschreibt, wie eine Kartenlegerin, bezüglich auf die Ele- 
mente des Menschenlebens. H. 



Sta, sol, ne moveare. Von August Tischner, Arzt und 
Naturforscher. I. Leipzig (1881). Gustav Fock. 31 S. 

Der Verfasser eifert aus Unkenntniss dafür, dass die Astronomie, 
nachdem die Bewegung der Sonne erwiesen sei, sich entschli^se, ihr 
ganzes auf der Coppernicanischen Annahme einer fixen Sonne er- 
bautes System als unnütze Arbeit fortzuwerfen und ein neues zu be- 
gründen, das von der später entdeckten Tatsache ausgehe. Auf die 
Einwürfe eines Laien kann man sehr wol eingehen, wenn derselbe 
nur die Fähigkeit hat sein Urteil auf das zu beschränken, was er 
aus seinem beschränkten Wissen folgern kann. Da die Schrift vid- 
fach vom Oegenteil zeugt, so muss es hier genügen, mit Uebergehung 
aller nebensächlichen Irrtümer, nur diejenigen zu nennen, mit denen 
allein schon das ganze Räsonnement hinfällt. Der Verfasser weiss 
nicht und würde es als Nichtmathematiker auch schwerlich verstehen, 
dass und in welcher Weise die Bewegung der Sonne, soweit sie durch 
Anziehung der Planeten bedingt ist, bei der Bestimmung der Planeten- 
bewegung vollständig in Rechnung kommt. Er hat irgendwie in Er- 
fahrung gebracht, dass die heutige Astronomie noch auf demselben 
Boden steht wie die des Coppernicus, was ja in gewissem Sinne richtig 
ist, sogar in Betreff der Kreisbahnen, nämlich wenn vom Ausgangs- 
punkt der Betrachtung die Rede ist. Dies scheint ihm aber mit der 
Lehre von der Bewegung der Sonne im unlöslichen Widerspruch zu 
stehen. Sagt man vielleicht, dieser Irrtum sei natürlich, wo das Ver- 
st&ndniss einer Rechnung durch Correction fehlt, so ist dagegen zu 
erinnern, dass der Unkundige im Specialfach, wenn er nur entwickel- 
ten Verstand besitzt, über die durch die Wahl des Ausgangspunkts 
einer Rechnung, die er nicht versteht, bedingten Folgen keine Be- 
hauptung aufstellen wird. Dass der Verfiasser von der Relativität 
aller Bewegung nichts weiss, und es für widersprechend hält, die 
Bewegung der Sonne zu lehren und sie doch als ruhend zu betrach- 
ten^ teilt er gewiss mit Manchem; auch mag es wol voiiiommen, dass 
in der Schule und in populären Schriften dies^ Unkenntniss Vor- 
schub geleistet wird. Bei andern relativen B^riffen wird die Ab- 
hängigkeit durch den Genitiv hinzugefügt Bei der Bewegung wird 
sie gewöhnlich nicht ausgedrückt Dann sollte wenigstens der, welcher 
Anflinger bdehren will, auf die Fälle Acht haben, wo der Ausdruck 

der Relativität lum Verständmss erforderlich wird. 

H. 
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Elemente der Quaternionen von William Rowan Hamilton, 
Mitglied der königlichen astroiiomischen Gesellschaft zn London, 
correspoudirendes Mitglied der königlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, der kaiserlich-königlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Wien etc., Professor der Astronomie an der Universität 
zu Dublin und königlicher Astronom von Irland. Herausgegeben von 
seinem Sohne William Edwin Hamilton. Deutsch von Paul 
Gl an, Privatdocent für Physik an der Universität zu Berlin. Ersten 
Bandes erster Theil. Leipzig 1881. Johann Ambrosius Barth. 132 S. 

Nach dem Urteile des Uebersetzers kann die Quatemionenlehre 
nnr soweit von Nutzen sein, als sie uns eine einfache Zeichensprache 
bietet, durch die wir Beziehungen zwischen Grössen ausdrücken und 
ohne logische Ueberlegungen neue Beziehungen ableiten können, und 
zwar hat er nur den Nutzen für Anwendungen der Mathematik, also 
weder für elementare Schulbildung noch für wissenschaftliche For- 
schung im Auge. Er setzt diesem Teile der Lehre einen andern, 
schwierigeren entgegen, dem er keinen Nutzen zuerkennt. In der 
Tat enthält der jetzt erschienene Teil nichts, was der Auffassung 
irgend Schwierigkeiten darböte; auf ihn passt das Gesagte augenfällig 
vollkommen. Dass die Methode sachlich neu wäre, wird man schwer- 
lich behaupten wollen*, sie ist vollständig in der analytischen Geo- 
metrie enthalten: die Projectionen der Gebilde auf eine willkürliche 
Axe ergeben ganz denselben Additionsalgorithmus wie die Yectoren; 
es bedarf dazu keiner besondem Einführungen. Im Gedanken des 
Einzelnen vollzieht sich von selbst diejenige Abkürzung, welche in 
der Vectorentheorie gelehrt wird. Einen oft wiederholten Gedanken- 
gang fangen wir mit der Zeit an kürzer zu durchlaufen, indem wir 
von denjenigen Bestimmungen, die für den momentanen Zweck gleich- 
gültig sind, keine Notiz nehmen. Nur um die Abkürzungen auch 
für den Verkehr nutzbar zu machen, war es nötig sie systematisch 
zu gestalten; in diesem Sinne hat die elementare Quatemionenlehre 
etwa die Bedeutung einer Stenographie. Der Inhalt des Gegenwärti- 
gen ist folgender. Nach einer sehr ausführlichen Auseinandersetzung 
des Wesens der Vectoren werden Anwendungen gemacht erst auf 
Punkte und Linien in der Ebene und zwar gehandelt von linearen 
Gleichungen zwischen 2 und zwischen 3 coinitialen Yectoren, von 
Netzen, von anharmonischen Goordinaten und Gleichungen von Punk- 
ten und Linien, von anharmonischen Gleichungen und Yector-Aus- 
drücken für Curven. In den Anwendungen auf Yectoren im Baume 
wird dann gesprochen von linearen Gleichungen zwischen nicht com- 
planaren Yectoren, von fünfzahligen Symbolen für Punkte und Ebe- 
nen, von anharmonischen Goordinaten, von Netzen, von Schwer- 
punkten von Punktsystemen und einfachen und zusammengesetzten 

2* 
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Mitteln von Vectoren, von anharmonischen Gleichungen nnd Yeetor- 
Ausdrücken von Flächen und Curven, schliesslich von Differentialen 
von Vectoren. H. 



Elemente der Mathematik für gelehrte Schalen and zam Seltet^ 
Studium. Von Dr. J. Worpitzky, Professor an der Königl. Kriegs- 
Akademie und am Friedrichs- Werderschen Gymnasium zu Beriin. 
Zweite, umgearbeitete Auflage. Erstes Heft: Die Arithmetik. Mit 6 
in den Text eingedruckten Holzschnitten. Berlin 1881. Weidmann. 
156 S. 

Die 1. Auflage ist im 217. litt. Bericht S. 2. besinrochen. In 
Betreff der Aenderungen in der gegenwärtigen betont das Vorwort 
solche, die das unverändert aufrecht gehaltene Princip verschärfen 
sollen. Jedenfalls sind es hier die Principien, die in der Begriffi»- 
erklärung geübte Logik, was sich uns zur Besprechung darbietet 
Gehen wir zuerst auf die Aeusserungen im Vorwort ein. Der Ver- 
fasser vermisst im mathematischen Schulunterricht sowol wie in d^i 
Vorlesungen an Universitäten die Sorge für die Klarheit über das 
System der Grundbegriffe. In letzteren werde vorausgesetzt, was der 
erstere sich nicht zur Aufgabe gemacht habe. Einzelne Punkte sind 
nicht genannt; auch über die Art und Weise der Forderung gerecht 
zu werden, die der Verfasser vielleicht ftUr selbstverständlich halten 
mag, findet sich kein Wort. Er verlaugt erklärtermassen nur, dass 
diese Klarheit nicht durch die Gewöhnung an schiefe Auffassung ge- 
hindert werde. Diese Mahnung ist gewiss nicht ohne Grund. In der 
Tat werden noch öfters Begriffsentstellungen durch pädagogische 
Rücksichten, nämlich bald durch die niedere Verstandesstufe der 
Schüler, bald durch den ausschliesslich technischen Zweck zu recht- 
fertigen versucht. Zwischen solchen Vorkommnissen und dem Zweck 
ihrer Anführung an dieser Stelle liegen aber gar manche Fragen, 
die der Verfasser mit Stillschweigen übergeht. Um Unterlassung 
bewusster Fälschungen bandelt es sich für ihn gar nicht, sond^n 
um die Sorge für die positive Beschaffung der richtigen Begriffe. 
Wie dies zu geschehen habe, lässt der Verfasser uuerörtert, obgleich 
doch sein factisches Zuwerkegehen in doppelter Hinsicht vom ge- 
wöhnlichen stark abweicht: erstens soll ein vorbereitender Abschnitt 
enthaltend die Bestimmung der Grundbegriffe in grösster Allgemem- 
heit die Klarheit ein für allemal geben, während die gewöhnliche 
Praxis der Ansicht entspricht, dass diese Klarheit nur durch exacten 
Ausdruck und exacte Behandlung am Orte der jedesmaligen Ein- 
führung und Anwendung zu erreichen sei; zweitens ist auch die in 
den Definitionen kund gec^ebeue Auffassung der Begriffe von der ge- 
wöhnlichen sehr verschieden und hätte daher einer Rechtfertigung 
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bedarft. Der Verfasser setzt voraus, dass, wer nicht zu seiner Auf- 
fassung gelangt ist, die Sache nicht gehörig überlegt hat; denn er 
sagt im Vorwort: „Um das Gewicht dieses vorbereitenden Abschnittes 
richtig zu würdigen, muss man „„eben bedenken"" (statt: mit mir 
einverstanden sein), dass die Arithmetik füglich nicht anders deßnirt 
werden kann als: die Discussion des allgemeinen Grössenbegriffs 
nebst seinen statthaften und zweckentsprechenden formalen Erweite- 
rungen und denjenigen der Zahl." Hiernach hätten alle diejenigen 
gedankenlos an einem Irrtum gehangen, welche die Arithmetik die 
Lehre von der discreten Zahl nannten und sie zur Geometrie in das 
Verhältniss setzten, dass beide von den zwei, dem Verstände am 
nächsten liegenden verschiedenen Seiten aus, vom Zählen und räum- 
lichen Anschauen, zu der, nur in seiner Beschränkung exacten Auf- 
fassung des Grössenbegriffs hinführen. Uebungsbeispiele machen An- 
wendung davon auf Zeit, Gewicht u. s. w. Die Fälle sind zu einfach, 
als dass die Analogie fehlgehen könnte; in andern Fällen führt die 
Uebertragung zu Täuschungen, welche wol die Meinung widerlegen 
können, als sei nur der allgemeine klare Begriff speciell angewandt 
worden. Der Verfasser stellt sich eine grosse Aufgabe, wenn er es 
unternimmt den Grössenbegriff allseitig umfassend in einem Schulbuch 
festzustellen. Sehen wir zu, wodurch dieselbe gelöst sein soll. Es 
werden in der bestimmten Folge definirt die Begriffe „verschieden 
unabhängig von Kaum und Zeit, congruent, Ganze, Teile, Zahl (oder 
Anzahl), zählen, Grösse, gleich, kleiner, grösser, Qualität, Quantum, 
Null." Dem sonstigen Gebrauch nicht entsprechend sind die Bestim- 
mungen von „Ganzes" und von „Grösse". Nach gewöhnlicher Auf- 
fassung setzt die Bezeichnung als ein Ganzes den Gedanken mög- 
licher Teilung voraus, selbst wo die Teilbarkeit negirt wird. Ihr 
kann also auch nur eine Definition entsprechen, welche auf den Teil- 
begriff Bezug nimmt. Die Abweichung möchte unerheblich scheinen, 
doch die dadurch erzeugte Undeutlichkeit pflanzt sich fort und macht 
sich bei Definition der Grösse recht fühlbar. In letztere hat der Ver- 
fasser die Bedingung unbeschränkter Teilbarkeit aufgenommen ; diese 
gehört nach gewöhnlichem Gebrauch nicht zum Begriff, sondern kann 
höchstens Resultat der Beobachtung und der theoretischen Einfüh- 
rungen sein. Kann es nun auch dem Autor nicht verwehrt sein den 
WoHgebrauch abzuändern, so liegt es ihm doch ob, den beigelegten 
Wortsinn mit genügender Deutlichkeit darzulegen; er ist dann nicht 
berechtigt. Bekanntes und Geläufiges unausgesprochen zu übergehen, 
namentlich hier, wo die Abweichung nicht erklärt und auf bestimmte 
Begriffe beschränkt ist, wo man also nicht wissen kann, ob er das 
Geläufige anerkennt Die erstere in Rede stehende Definition lautet: 
„Man nennt jedes Ding, wenn man es für sich allein betrachtet, ein 
Ganzes." Wenn man es also in Verbindung mit seinen Teilen, seinen 
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Attributen u. s. w. betrachtet, ist es kein Ganzes? Das würde §. 3. 
widersprechen. Wenn man es in Verbindung mit andern Dingen be- 
trachtet, ist es kein Ganzes? Dann würde man nicht von mehreren 
Ganzen reden können. Die einzige Angabe also, die den Sinn klar 
machen soll, trifft nicht zu. Zur Erklärung von „Teil" hcisat es: 
„Lässt sich die Vorstellung eines Ganzen dadurch erzeugen, dass man 
andere Ganze nur ihrer Folge nach mit einander verknüpft, so heissen 
die letzteren die Teile des ersteren." Nun ist aber die Folge gerade 
das Gleichgültige am Teilverhältniss. Ihre Zuziehung leitet daher den 
Gedanken von dem, was zu beachten ist, ab. Auch das Verknüpfen 
ist in dem Falle; denn meistens tritt das Teilverhältniss beim Ab- 
trennen ein. Ferner ist das Vorstellen des Ganzen nicht notwendig: 
die Erde ist ein Teil der Welt, wenn wir auch nur einen Körper 
ausser ihr kennen. Die bisherigen Ausstellungen bestreiten noch 
nicht die formelle Richtigkeit der Definition. Was diese betrifft, so 
widerspricht es im W.'schen Sinne der vorhergehenden Bestimmung, 
dass mehrere Ganze im Gedanken verknüpft werden; nach natürlichem 
Sinne aber ist es incorrect. Ganze unmittelbar Teile zu nennen; wir 
können nur sagen, dass dieselben Dingo in Hinsicht auf ein anderes 
Ding Teile, in Hinsicht auf noch andere Dinge jedes ein Ganzes sind, 
aber als Ganze sind sie nicht Teile. Der Hauptfehler aber ist ein 
principieller, der in ziemlich allen genannten Definitionen wiederkehrt; 
er liegt in der Wahl ungeeigneter, ohnmächtiger Mittel den in der 
Anmerkung ganz richtig angegebenen Zweck der Definition zu er- 
reichen. Die in Rede stehenden Definitionen begnügen sich damit, 
Bedingungen aufzustellen, welche ausschliesslich der gemeinte Begriff 
erfüllen soll. Damit wird aber der Sinn des Wortes nicht bez^chnet, 
sondern ein Rätsel aufgegeben, sogar zur Classe der schlechten Rätsel 
gehörig, über deren Auflösung, selbst wenn sie uns einfällt, man in 
Zweifel bleibt, ob sie die richtige ist Wird z. B. jemand, wenn in 
der citirten Definition statt des Namens „Teile" die Frage nach dem 
Namen stünde, und das Wort „Ganze", das wir freüich schon relativ 
zum Teilbegriff zu verstehen pflegen, gemäss dem Vorhergehenden 
durch „Dinge für sich allein betrachtet" ersetzt würde, daraus ent- 
nehmen und gewiss sein, dass der Verfasser Teile gemeint hat? 
Eine unerlässliche Forderung, die als selbstverständlich erscheint, 
und die sonst fast jedes Lehrbuch erfüllt, setzt der Verfasser in sei- 
nem ideellen Streben ganz ausser Augen: dass alle zur Bestimmung 
dienenden Angaben den Begriff charakterisiren, d. h. directen Bezug 
auf das haben, was zu seinem Inhalt gehört und notwendig mit ihm 
gedacht werden muss. Bei W. beziehen sie sich auf Prüfungsappa- 
rate, die dem Begriffe fremd sind. Mit Erfüllung dieses Erforder- 
nisses ist nicht alles geleistet; mag W. an gewöhnlichen Definitionen 
Mängel entdecken; selbst wo sie im Grunde Tautologien sind, können 
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sie durch sachgemässe Nebenordnung zur Klarheit der Begriffe bei- 
tragen, während jene Rätsel auch nicht einen Anfang dazu repräsen- 
tJreu. Dasselbe gilt nun auch von der Definition der Grösse, auf die 
hier alles ankommt: „Ein Ganzes heisst eine Grösse, wenn es 1) un- 
beschränkt teilbar ist; 2) ein Merkmal besitzt, welches sich bei keiner 
"Veränderung der Einteilung oder der Folge der Teile ändert und bei 
einer gewissen Einteilung auch von der Wiederholung eines Teils für 
einen andern unberührt bleibt/^ Sie ist ein Rätsel, das an Unbe- 
stimmtheit alle andern flbertrifft. An welches Merkmal soll man 
denken? An Qualitäten: elastisch, schwarz, unbrauchbar, sinnlos? 
Gar manche würden wol zutreffen bei Dingen, die der Verfasser nicht 
gemeint hat. Vermutlich soll das Merkmal die Grösse im eigentlichen 
Sinne, die Eigenschaft so oder so gross zu sein, ausdrücken, während 
der Terminus „Grösse" für das Ding, welches gross ist und welches 
ein abkürzender Gebrauch gleichfalls Grösse nennt, vorbehalten bleibt. 
In der Tat sagt man dann und wann „das Dreieck" statt „die Grösse 
des Dreiecks", bezeichnet somit das abstracto Merkmal durch das 
Concretum, dem es zukommt. W. will nun, wahrscheinlich weil er 
meint, dass das Concretum für den Schüler fassbarer ist als das Ab- 
stractum, diesen gelegentlichen Gebrauch zum ersten und definitiven 
Gebrauch machen; er will unter Grösse stets das grosse Ding ver- 
stehen. Ob dies durchführbar ist, wieviel durch diese Abweichung 
wieder in Frage gestellt wird, bleibe unerörtert. Jedenfalls musste 
über den Sinn nach allen Seiten hin genaue Rechenschaft gegeben 
werden. Ist also mit dem „Merkmal" die Grösse gemeint, ist also 
factisch Grösse durch Grösse definirt, so durfte dieser Umstand dem 
Leser nicht verschwiegen werden. Beeinträchtigt die Collision des 
Namens die Deutlichkeit, so wird das Uebel durch die Namenlosigkeit 
auf der einen Seite nicht gehoben, sondern verschlimmert. Offenbar 
sind in §. 3. I. die Bestimmungen zweier Begriffe in einander ge- 
schoben, und 1 Satz daraus gemacht. Der Verfasser will die Grösse 
als Grosses definiren, kann aber dazu die Grösse als Merkmal nicht 
entbehren und zeigt damit, er mag wollen oder nicht, dass in der 
natürlichen Folge exactcr Auffassung das Abstractum das Erste, das 
Concretum das Zweite ist. Dem entsprechend hätten auch müssen 
zwei Definitionen aufgestellt werden, wenn Klarheit das Ziel war. 
Diejenige, auf welche alles ankam, ist nun die Definition der Grösse 
als Merkmal. Sie wird schwer verständlich durch den ungebräuch- 
lichen Ausdruck „Wiederholung eines Teils für einen andern", bei 
dem man in Gefahr kommt den Sinn zu verfehlen. Im übrigen könn- 
ten wir nur wiederholen, was über die Definition von „Teil" gesagt 
ist Wie durch solche Definitionen die Klarheit der Begriffe gefördert 
werden soll, ist nicht abzusehen. Wir machen an dieselben keine 
unerfüllbaren Ansprüche : Definitionen können den Inhalt von Grund- 
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begriffen nicht geben. Letztere werden auf praktkcbem Wege ge- 
wonnen, and die Definition soll sie nor für die wissenschafüidie Yer- 
wertnng scharf genug bestimmen. Das ist aber nicht möglich ohne 
Anwendung und Einschränkung auf das Gebiet und die G^enstAnde 
der Mathematik. Das Gegenteil geschieht hier Der Begriff ,,oob- 
gruent'S welcher den Schülern auf dieser Stufe vielleicht schon als 
geometrischer bekannt ist, wird ohne andre als negirende Bezug- 
nahme auf Mathematik so definirt, als solle er fOr ganz beliebige 
Lebensverhältnisse passen. Congment heisst ttbereinstimmend; worin 
übereinstimmend wird nicht gesagt, das Wesen des BegriffiB bleibt im 
Dunkeln. Das Vorstehende sollte nur nachholen, was in dem dtirten 
frühem Berichte noch nicht berührt worden war. Es ist inzwiscJien 
von manchen Seiten geäussert worden, das Lehrbuch eigne sich nicht 
zur Einführung in Schulen. Bei einer so unmotivirten Abweisung 
sollte man es aber nicht bewenden lassen, wo ein Werk vorliegt, das 
mit so grossem Fleisse in consequenter Durchführung eines Gedankens 
zu dem Zwecke bearbeitet ist, dass es sich für Schulen eignen solL 
Ist dieser Zweck nicht erreicht, so hat der Verfasser wol Anspruch 
darauf, dass ihm die Gründe der Abweisung genannt werden, und er 
dadurch Gelegenheit findet gegen dieselbe Einspruch zu tun. Unsera 
Erachtens liegt der Grund nicht in der Form der Bearbeitung des 
Einzelnen, sondern das Ganze ist im Priucip verfehlt; deshalb ist 
ausschliesslich das Principiellc und zwar mit grösserer Ausführlich- 
keit besprochen worden. H. 



Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen. 

Lehrbuch der Elementar- Geometrie. Von Dr. E. Glinzer, 
Lehrer der Allgemeinen Gewerbeschule und der Schule für Bau- 
handwerker in Hamburg. Zweiter Theil : Stereometrie. Mit 142 Fi- 
guren und einer Aufgabensammlung. Hamburg 1881. F. H. Nestlcr 
u. Melle. 148 S. 

Der erste Teil, enthaltend die Planimetrie, ist im 258. litt. Be- 
richt besprochen. Auch der gegenwärtige zweite Teil ist, wie über 
jenen bereits bemerkt worden, mit grossem Geschick bearbeitet und 
zeugt von einer Umsicht, einer Beherrschung des Lehrstoffs und einem 
durchgehends klaren Festhalten am pädagogischen Ziele, wie es nur 
bei hoher Begabung möglich ist. Hervortretend ist auch hier das 
ausführliche Eingehen auf alle Fragen, die zu einer vollständigen 
Auffassung und einem gründlichen Verstäuduiss gestellt werden mtls- 
sen. Mit Recht legt der Verfasser dem Abschnitt über die Lage der 



i 
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Oeradcn und Ebenen die grösste Wichtigkeit bei and behandelt 
sämmtliche hier sich darbietende Fälle erschöpfend und in solcher 
Ordnung, dass dem Schüler nach einmaliger Durchnahme leicht das J 

Ganze gegenwärtig sein kann. Er beginnt mit der Bestimmung der 
Ebenen und ihren Durchschnitten. Dann folgt die senkrechte und 
schiefe Lage von Geraden und Ebenen, dann die parallele Lage, 
dann beides besonders in Betreff zweier Ebenen. Alle erdenklichen 
nähern Umstände werden durch hinzugefügte Fragen zum Bewusst- 
sein gebracht. Hieran schliesst sich ein Abschnitt über den prisma- J 

tischen und den pyramidalen Raum (Ecke), in welchen alle sonst 
dem Prisma und der Pyramide zugeordneten Sätze gehören, die mit 
den Endflächen nichts zu tun haben. In dieser Aussonderung giebt 
sich am ganz geeigneten Orte das wissenschaftliche Princip der Iso- 
lirung kund. Der IL Abschnitt, von den Körpern, zeichnet sich durch 
inrosse Reichhaltigkeit unter dem Gesichtspunkt praktischer Verwertung 
ans. Die Zahl der in Betracht gezogenen ebenflächigen Körper ist 
etwas grösser als gewöhnlich. Mehr noch zeigt sich die Reichhaltig- 
keit in den instructiven Seiten der Betrachtung eines jeden. Das 
Zugezogene hat sichtlich den Praktiker im Auge, kommt aber den 
wissenschaftlichen Erfordernissen im vollen Masse nach. Eine Be- 
merkung ist jedoch daran zu machen. Schon bei der Gleichheit der 
Pyramiden wird Anwendung von der unendlich kleinen Differenz ge- 
macht. Alles ist sorgfältig und zweckentsprechend vorbereitet; auf 
sinnreiche Art ist die Differenz der einschliessenden Grenzen auf die 
unendlich kleine letzte Schicht reducirt. Es bleibt nur der definitive 
Schluss zu ziehen, und — hier fehlt die Pointe, statt ihrer findet man 
überflüssige, nicht einmal zutreffende Worte, die sich kaum anders 
erklären lassen, als dass der Verfasser die einfache, exacte Schluss- 
weise doch nicht verstanden hat; denn da in der Ueberschrift der 
Beweis indirect genannt wird, so kann nicht die Absicht gewesen sein 
ihn als directen erscheinen zu lassen. Der exacte Schluss ist folgen- 
der. Die Differenz der Pyramiden ist unveränderlich, folglich entweder 
null oder endlich. Letzteres ist unmöglich, weil sie kleiner ist als 
die unendlich kleine letzte Schicht; folglich ist sie null. Nach den 
Textworten würde sie nur so klein sein, dass sie sich nicht mehr 
angeben lässt; die Mathematik kann aber jede noch so kleine Grösse 
angeben. Eine so unklare Aeusserung hätte man in diesem Buche 
nicht erwartet — Der Behandlung der krummflächig begrenzten Kör- 
per, Walze, Kegel, Kugel, die jetzt folgen soll, geht in logisch cor- 
recter Folge voraus die Theorie der sie begrenzenden krummen 
Flächen. Dann erst werden die Oberflächen und der Rauminhalt der 
genannten Körper sowie ihrer Teile nach Grösse berechnet. Aus 
dem Kegel wird dann die Theorie der Kegelschnitte hergeleitet und 
zwar deren Aufnahme durch die Wichtigkeit der Ellipse auch für 
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den Praktiker motivirt Es ist, soviel dem Ref. bekannt, antcr den 
Schulbüchern das gegenwärtige das erste, welches von der vortrefflich 
einfachen Steiner'schen Herleitnng der Focaleigenschaften ans dem 
Kegel mittelst zweier die Schnittebene und den (geraden) Kegd be- 
rührender Kugeln Anwendung macht. Die Hyperbel geht voraus; 
bei ihr nämlich genügte die Betrachtung des Specialfalls, wo die 
Schuittebene der Axe parallel, die Kugeln einander gleich sind. Bei 
der Ellipse bot sich keine solche Erleichterung dar; der Schnitt ist 
beliebig schräg genommen. Ein Anhang behandelt die regelmässigen 
Polyeder, ein zweiter enthält 212 Uebungssätzc und Aufgaben. 

H. 



Elemente der analytischen Geometrie für den Schulunterricht 
bearbeitet von Dr. J. 0. Gandtner, Geh. Ober-Regierungs-Rat und 
vortragenden Rat im Königl. preuss. Ministerium der geistlicheiL, 
Unterrichts- und Medizinal-Angelegenheiten. Fünfte Auflage. Her- 
ausgegeben von E. Grub], Direktor der Realschule I. 0. zu Bannen. 
Mit 49 in den Text eingedruckten Holzschnitten. Berlin 1881. Weid- 
mann. 92 S. 

Der Verfasser hält den Unterricht in der analytischen Geometrie 
nur dann für fruchtbringend, wenn er sich auf die ersten Elemente 
beschränkt Darf man nach der wirklichen Bedeutung der anal3rti- 
sehen Geometrie urteilen, so liegen die Gründe für die entgegen- 
gesetzte Ansicht sehr nahe, für die nämlich dass nur durch Voll- 
ständigkeit innerhalb natürlicher Grenzen irgend ein Gewinn zu 
erzielen ist. Das gegenwärtige Lehrbuch giebt die Einführung der 
Coordinaten, die Gleichung der Geraden, die Discussion fQr beide 
und einige ausgewählte Elementaraufgaben, bei deren Lösung die 
Figurbetrachtung einschliesslich der construirten Coordinatenlinien 
nirgends erspart wird, dann die geometrische Definition und einige 
Eigenschaften der einzelnen Kegelschnitte, die hernach in Beziehung 
gebracht und aus dem Kegel abgeleitet werden, zuletzt eine Reihe 
leicht lösbarer Aufgaben. Durchweg erscheinen hier die Coordinaten 
als willkürliche Vermehrung der Figur, die Aufgaben als bloss her- 
vorgerufen durch die Zuziehung jener Linien. Dasselbe gilt von der 
anfllnglichen Erweiterung des Coordinatenbegriffs, indem derselbe mit 
Einschluss schiefwinkliger Coordinaten definirt wird, ohne dass eine 
nennenswerte Anwendung davon vorkommt. Einen Zweck der Copr- 
dinateneinführung können die Schüler daraus nicht entnehmen, die 
Bedeutung des analytischen Verfahrens dadurch nicht erkennen; 
dazu ist nicht das mindeste gegeben: denn zur synthetischen (jeo- 
metrie kommt nur eine neue Synthese hinzu Sollen wir also in der 
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Aufnahme der hier behandelten Doctrin als Unterrichtsgegenstand 
einen Zweck ünden, so würde es etwa der sein, ein neues Feld ftlr 
Beschäftigung zu eröffnen, den Primanern, welche die elementare 
Planimetrie für abgetan ansehen mögen, durch Vorführung in neuer 
Gestalt neuen Reiz zum ferneren Betreiben derselben zu erteilen und 
diesen durch den Hinblick darauf, dass sie mit dem Erlernten einen 
Gegenstand ktlnftigen, höheren Studiums im voraus kennen lernen, 
zo erhöhen. Der Erfahrung des Verfassers wollen wir es gern glau- 
ben, dass sich der darauf bezügliche Unterricht in dem Sinne frucht- 
bringend gezeigt hat, sofern die Schüler mit Lust und Gelingen dem 
gezeigten Wege gefolgt sind. Auch spricht die tadellos correcte Ab- 
fassung^, der leichtfassliche Vortrag und die Wahl der Aufgaben, 
welche wol auch Minderbegabte nicht zu schwierig finden werden, 
für einen solchen Erfolg. Nur möchte statt des Titels „analytische 
Geometrie" der Titel „Coordinatenlehre" zutreffender sein, da ja die 

Geometrie hier nicht analytisch getrieben wird. 

H. 



Mathematische 
und physikalische Bibliographie. 
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GweMehte der Mathematik nd Phjsilu 

Fortschritte, die, d. Physik im J. 1877. Red. v. B. Schwalbe. 
23. J. 1. Abth. Berlin, G. Reimer. 7 Mk. 

Mittheilungen d. Copperoicus-Vcreins f. WisseDsch. u. Kanst zb 
Thom. 3. Hft. Thorn, Lambeck. 4 Mk. 

Methode und Principien. 

Grassmann, R., das Welüebcu od. d. Metaphysik. Stettin, 
Grassmann. 6 Mk. 

Scheffler, H., die Naturges. u. ihr Zusammenh. m. d. Prinz, 
d. abstr. Wissensch. 4. (Schluss-) Tbl. Leipzig, Förster. 9 Mk. 
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Brenner, A., 300 algebr. Aufgaben. 2. Aufl. Freising, Dat- 
terer. 60 Pf. 

Greve, Lehrb. d. Mathematik. 1. Kurs. 1. u. 2. Tbl. Berlin, 
Stubenrauch, a 60 Pf. 

Hirsch, M., Sammig. v. Beispielen, Formeln u. Aufg. aus d. 
Buchstabenrechng. u. Algebra. 18. Aufl. v. H. Bertram. Altenburg, 
Pierer. 3 Mk. 

Luke, A., Sammig. planimetr. Aufg. üb. d. Dreieck. 2. HfL 
Halle, Schmidt 2 Mk. 60 Pf 

Schmidt, 0. E., planimetr. Aufg. Hamburg, Behre. 1 Mk. 
20 Pf. 

Sinram, Th., Aufg. aus d. Arithm. u. Algebra nebst Auflösgn. 
3. Tbl. Hamburg, Meissner. 3 Mk. 
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Bruno, F. Faä di, Einl. in die Theorie d. binären Formen, 
peutsch bearb. v. Th. Walter. Leipzig, Teubner. 10 Mk. 80 Pf 
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CCLXVII. 



Greschichte der Mathematik und Physik. 

Bulletino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e 
fisiche pabblicato da B. Boncompagni. Tomo XIII. Roma 1880. 
Tipografia delle scienze matematiche e fisiche. 

Der Inhalt der 6 letzten Hefte ist folgender. 

M. Steinschneider: Notiz über die, Peter III. von Aragon 
zugeschriebenen, astronomischen Tafeln. 

C. Henry: Ergänzung zu der Arbeit (T. XII. p. 477) „Unter- 
suchungen über die Manuscripte von Pierre de Format nebst unge- 
druckten Fragmenten von Bachet und Malebranche". 

G. Govi: Neues Document in Bezug auf die Erfindung des 
Binocular-Fernglases mit Abbildung. 

A. Favaro: Die englischen Vorläufer Newton's. Uebersetzung 
aus Edinburgh Review. 

A. Marre: Notiz über Nicolas Chuquet und seine Dreiteilung 
in der Zahlenlehre. Es folgt der Text des Werkes nach dem Ma- 
nuscript. 

B. Boncompagni: Michel Chasles. 

Michel Chasles geboren in !ßperon (Eure et Loire) den 15. No- 
vember 1793 war Zögling der Polytechnischen Schule zu Paris zu- 
gleich mit Gaetano Giorgini, ward an derselben nach Savary's Tode 
am 6. November 1841 zum Professor ernannt, gab 1851 diese Stel- 
lung w^en einer von ihm gemisbilligten Aenderung an der Schule 

TeilLXVU. Heft 8. 3 
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auf, 1846 ward er Professor an der soeben gegründeten Facnltät der 
Wissenscbaften zu Paris, 1851 Mitglied der Akademie der Wissen- 
schaften des Institnt de France, später Mitglied des Conseil de per- 
fectionnement der Polytechnischen Schale, 1860 Präsident der Aka- 
demie, starb den 18. November 1880. üeber seine Schriften und 

seine Lehrtbätigkeit enthält der Nekrolog viele Angaben. 

H. 



Testamente inedito di Nicolo Tartaglia pubblicato da B. 
Boncompagni. Milano 1881. Ulrico Hoepli. 48 S. 

In dieser Schrift wird zum Schluss mitgeteilt der gedruckte 
Wortlaut des, im Notar-Archiv zu Venedig befindlichen, vom Notar 
Roche di Benedetti aufgesetzten Testaments, femer einer nicht ganz 
übereinstimmenden Copie und ein Facsimile des Originals. Nach dem 
beigefügten Zeugniss des Notars ist N. Tartaglia (Tartalea), gebürtig 
aus Brescia, gestorben am 13. December 1557. Zu Anfang werden 
zusammengestellt die Angaben seines Todesjahrs von Gr. Libri (Hist 
des sciences math. en Italic), J. C. Poggeudorff (Biogr. litt Hand- 
wörterbuch), 0. Merlieux (Nouv. biogr. g6n.), H. Hankel (Zur Gesch. 
d. Math, im Alt u. Mitt.), sämmtlich auf 1559, 0. Terquem (Bull, 
de bibl., d'hist et de biogr.) auf 1556, N. C. Papadopoli (Hist gymu. 
Patavini) und C. Saxe (Onomasticon literarium) auf 1560, G. M. König 
(Tartalea) auf 1566, G. B. Chiaramonti (in einem Briefe von 1784) 
auf Anfang des 17. Jahrhunderts — welche hiermit als irrig nach- 
gewiesen sind. Das richtige Jahr 1857 findet sich angegeben von 
Job. Jak. Hoffmann, Job. Bapt. Ladvocat, J. St Montucla, G. Tira- 
boschi, F. S. De Feller, P. L. Ginguen^, P. de Angelis, G. B. Cor- 
niani, J. G. Th. Graesse u. A. Andere ans Licht gezogene Docu- 
mente haben Bezug auf N. Tartaglia's Vater Michele und Bruder 

Zampiero (d. i. Giampiotro). 

H. 



Biographische Skizzen aus der Geschichte der Naturwissenschaften 
und der Mathematik. Von A. Krüger, Realschul-Direktor. Berlin. 
1881. W. Weber. 38 S. 

Das Buch ist ein nach den Namen der Autoren geordnetes Lexi- 
kon der wissenschaftlichen Entdeckungen, mit gesonderter Behandlung 
der 4 Zweige: I. Physik und Astronomie, TL. Chemie, III. Natur- 
geschichte, IV. Mathematik. Von den einzelnen Autoren sind ange- 
geben: Geburts-Jahr und -Ort, mehr oder weniger biographische No- 
tizen und ihre namhaften Entdeckungen. Es scheint nicht Grundsatz 
des Verfassers gewesen zu sein die wichtigsten Entdeckungen au£zu- 
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nehmen, sondern nur die, welche ihm zufällig bekannt waren; zu 
letztern gehören nicht die Entdeckungen von Legendre, Abel, Jacobi, 
deren Namen im Abschnitt von der Mathematik gar nicht erwähnt 
sind, während ein Herausgeber einer Aufgabensammlung durch diese 
Leistung allein einen Platz in dem Buche erworben hat. 

H. 



Methode und Principien. 

Die Rttckläufigkeit des Raumes ein Irrthum und Ursache weiterer 
Irr thfimer. Von RudolfOttoConsentius. Karlsruhe und Leipzig 
1881. H. Reuther. 34 S. 

Was der Verfasser für Irrtum erklärt, ist die Behauptung, dass 
die unendlich fernen Punkte einer Geraden in beiden Richtungen 
zusammenfallen. Er nennt sich Dichter, Schauspieler, Laie in der 
Mathematik, sagt, dass er als Laie sonst freundliche Belehrung er- 
fahren habe, dass aber ein so principieller Angrifif wie hier doch 
hinter der Grenze freundlicher Aufnahme liege. Zunächst ist dazu 
zu bemerken, dass der Verfasser durch Arbeiten wie die im 243. litt. 
Ber. besprochene anerkennenswertes Geschick in der elementaren 
Geometrie bewiesen hat, dass also seine Selbstbezeichnung als Laie 
nicht recht zutrifft. Auch zeugt die gegenwärtige Schrift zum grossen 
Teil von klarer oxacter Logik. Sollte derselbe, wie er erwartet, das 
Schicksal haben ignorirt zu werden, so liegt das wol nicht an der 
Misachtung seiner Befähigung; ebenso unbegründet ist seine Besorg- 
niss, dass zur Abwehr seines tötlichen Angriffs das Ignoriren als 
einzige Waffe in Anwendung kommen würde ; vielmehr wird der An- 
griff vielleicht deshalb unbeachtet bleiben, weil er ao ganz und gar 
nicht neu und wol schon zu oft beantwortet worden ist. Der Ver- 
fasser führt durch, dass, wenn man aus der Gleichheit des Doppel- 
verhältnisses zwischen 3 festen Punkten einer Geraden und einem 
unendlich entfernten nach der einen und andern Seite (Q-t*^ und 
Q — 00 ) auf die Einheit des letztem schliesson könnte, man mit 
gleichem Rechte das Zusammenfallen aller Punkte des Raumes folgern 
dürfte. Diese zu allen Zeiten häufig angewandte Art der Wider- 
legung ist keine exacte: zwischen Unsinn und Unsinn einen strengen 
Zusammenhang statuiren ist überhaupt unlogisch. Dennoch kann 
dadurch der Gegner, wenn er Rede steht, dazu geführt werden, seine 
persönliche Incompetenz einzuräumen. Objectiv wird die Widerlegung 
erst durch Einsetzung haltbarer Begriffe. Der Fehler in dem ange- 
griffenen Schlüsse ist kein verborgener. Die genannten Doppel- 
st 
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verbältnisse sind nicht gleich, sondern nur ihre Grenzwerte ; ans dem 
unendlich kleinen Fehler, den man durch die Unterschiebung begebt, 
ergiebt sich aber ein unendlich grosser Fehler im Resultat, wie eine 
leichte Rechnung zeigt. Bekanntlich muss der durch jenen Trag- 
schluss hergeleitete Satz symbolisch gedeutet werden. In gleicbera 
Falle sind die zahlreichen „Irrtümer", die der Verfasser als ver- 
ursacht durch jenen falschen Satz aufführt. Bemerkenswert ist, dass 
er einmal die Nützlichkeit eines solchen einräumt Nun ist aber der 
Verfasser, indem er dem Fehlschluss auf den Grund gehen wollte, 
selbst auf einen Irrweg geraten. Er sagt, eine unendliche Grösse 
ist keine bestimmte, ein unendlich femer Punkt kein bestimmter, 
daher sind sie ideell. Den Gegensatz zwischen variabel und constant 
verwechselt er jetzt mit dem zwischen ideell und wirklich, und bild^ 
sich eine Theorie der Beziehungen beider, in welcher ihn die sonstige 
Klarheit verlässt, und die ihn in Verwickelungen und Irrtümer führt 
Zu letztem gehört z. B. die Behauptung, dass zwei unendlich ferne 
Punkte nicht einander unendlich nahe sein könnten. Indem er sich 
den Fehler in jenem Schlüsse zu erklären sucht, kommt er zwar der 
Entdeckung nahe, doch sind hier seine Aeusserungen zu undeutlich; 
hätte er den Fehler erkannt, so würde er ihn einfacher ausgesprochen 
haben. 

H. 

Gemeinfassliche, leicht controiirbare Lösung der Aufgabe: „In 
ein ringförmig geschlossenes Band einen Knoten zu machen^^ und 
verwandter merkwürdiger Probleme. Von Dr. Oscar Simony, a. 
ö. Professor an der k. k. Hochschule für Bodencultur, Privatdocent 
an der Wiener Universität Dritte, erweiterte Auflage. Mit 42 Holz- 
schnitten und 4 lithographirten Tafeln. Wien 1881. Grerold u. Comp. 
56 S. 

Die Tendenz der Schrift ist offenbar, das Interesse des Publicums 
an gewissen in neuster Zeit vorgeführten und viel besprochenen 
Zauberkunststücken durch Erläuterung der darin enthaltenen geome- 
trischen Fragen zu erhöhen. Dex Titel scheint Unmögliches zu ver- 
sprechen, doch nur sofern er eine nähere Bestimmung verschweigt 
Von einer Lösung im empirischen Räume ist nicht die Rede, sondern 
nur mit Zuhülfeuahme vierter Dimension, und auch von dieser nur 
ganz kurz am Schlüsse; eine solche eingehend zu erklären mag der 
Verfasser doch für zu schwierig gehalten haben. Es werden zuerst 
einige Anfänge einer Theorie der Knoten ausführlich und mit Ab- 
bildungen gegeben, dann die Wirkungen der Längsschlitzungen eines 
im tordirten Zustande geschlossenen Papierstreifens besprochen, dann 
einiges aus den Elementen der Vier-Dimensionen-Geometrie behandelt 
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Dann folgen, bezüglich auf einzelne Stellen, zahlreiche historisch 
litterarische Noten, welche u. a. die ersten Urheber der betreffenden 
Fragen ans Licht ziehen. Zu erwähnen ist daraus der Bericht des 
Prof. Zöllner über die von ihm und einigen Gelehrten angestellte 
Prüfung der vom Zauberer Slade unter ihren Augen vollzogenen 
Knüpfung von 4 Knoten in einen geschlossenen Bindfaden, worin 
jedoch nur von ihren Yorsichtsmassregeln, nichts hingegen vom £r- 
gebniss und von dem was sie gesehen zu lesen ist. Femer findet 
sich darunter ein Abdruck einer deutschen Uebersetzung des Dialogs 
zwischen Sokrates und Glaukon, welcher die Deutung nahe legt, dass 
darin Piaton die Möglichkeit der Existenz eines Mehr-Dimensionen- 
Raumes und einer entsprechenden Dingwelt, von welcher der Mensch 
nur die Projectionen auf den Sdehnigen Raum wahrnimmt, begreiflich 
macht. Aus Aeusserungen des Verfassers lässt sich entnehmen, dass 
derselbe nicht nur von dieser Existenz überzeugt ist und in diesem 
Sinne die oben genannte Lösung der Aufgabe für eine wirkliche aus- 
giebt, sondern auch Slade für das Analogen jenes Entfesselten hält, 
von dem Sokrates spricht, der nämlich in seine beschränkte Welt 
zurückversetzt kein Verstäudniss für seine erweiterten Begriffe bei 

seinen Genossen findet. 

H. 



Die imaginären Grössen und ihre Auflösung. Von Heinrich 
Friedrich Theodor Beyda. Stuttgart 1881. J. B. Metzler. 
60 S. 

Der Verfasser entwickelt über die Bedeutung der imaginären 
Grössen seine Gedanken, in denen jedoch sehr elementare Fehler 
vorkommen. Er hat sich überzeugt, dass die Quadratwurzeln aus 
negativen Zahlen reell sind, und schreibt Gauss diese Entdeckung 
zu, das ist ungefähr das gleiche, wie wenn jemand sagte, Thaies habe 
die Namen der Planeten entdeckt. Existiren solche Wurzeln nicht, 
so ist der Name disponibel und kann in neuen Theorien mit reeller 
Bedeutung zur Verwendung kommen, nur darf kein Widerspruch 
herbeigeführt werden: jedes reelle Rechnungsresultat muss stimmen. 
Letzteres nachzuweisen hat der Verfasser bei seinen Aufstellungen 
sich gar nicht zur Aufgabe gemacht. Er sagt, entgegengesetzte 
Grössen spalteten sich zum zweitenmal in plus und minus ; denn eine 
nach oben positive, nach unten negative Linie habe ausserdem links 
und rechts eine positive und negative Seite, +^ ^^^ —4 könnten 
wieder jedes als Vermögen und als Schulden betrachtet werden. 
Dass letzteres in anderem Falle ist, wo nämlich die Gegensätze sich 
decken, und nur einer übrig bleibt, entgeht ihm. Von beiden Fällen 
macht er die Anwendung in folgender Weise: ein Quadrat links und 
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rechts, oben und unten habe eine reelle Seite, die sich in allen 
4 Richtungen deuten lasse; die Quadratwurzel aus 4 könne man 
ebcusowol als aus 4 Einheiton Schulden wie aus 4 Einheiten Ver- 
mögen auffassen. Er hat also aus der Rechenschule nicht behalten, 
welche Operationen mit benannten Zahlen allein gestattet sind. £ls 
würde nicht lohnen auf das Weitere einzugehen, und mag nur mr 
Erklärung des Titels bemerkt sein, dass der Verfasser unter Auf- 
lösung die Operation ohne Rücksicht auf das Vorzeichen versteht 

H. 



Arithmetik, Algebra und reine Analysis. 

Neue Integrations-Wege. Von Prof. Dr. P. Helmling (an der 
Kaiscrl. Universität Dorpat). (Aus den Memoiren der Kaiserl. Aca- 
dcmio der Wissenschaften in St Petersburg.) Dorpat 1881. Verlag 
Leipzig, C. A. Koch. 4» 39 S. 

Die Schrift handelt von der approximativen numerischen Be- 
rechnung der Integrale 

wo q> eine beständig positive mit x wachsende ganze Function ist. 
Durch wiederholte teilweise Integration wird ersteres in der Form 
entwickelt 

wo q>i = >s~, a^ etc. ganze Functionen von x sind. Sie werden 

recurrent bestimmt und durch eine Determinante, übereinstimmend 
mit der von Hess gefundenen, dargestellt, in welcher von der Dia- 
gonalreihe nach einer Seite hin alle ihr parallelen Reihen von der 
zweiten an null sind. Diese lässt sich leicht so transformiren, dass 
auch die erste parallele Reihe verschwindet, und nur das Product 
der Diagonal reihe übrig bleibt. Da von letzterem aber wieder alle 
Factoren bis auf das letzte Element sich auf beiden Seiten der Glei- 
chung heben, so drückt das letzte Element das gesuchte a aus. Bei 
entwickelter Darstellung zeigt sich, dass dessen numerische Haupt- 
masse in dem Term 

1.3.5...(2v— l)qP8^ 

liegt. Es wird nun über den in lutegralform gebliebenen Rest eine 
längere Untersuchung geführt, in Betreff deren wir auf die Schrift 
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selbst verweisen müssen. Hierauf wendet sich der Verfasser zu dem 
Thema seiner frühem Schrift, s. d. 264. litt. Ber. S. 43, nämlich der 
Riccati'schen Gleichung. Diese wird in der Form dargestellt: 

Für -y « ist die allgemeine Lösung auf Grund des ersten Parti- 
cularintegrals £ sogleich vorhanden. Es wird nun gezeigt, dass man 
die rechte Seite stets so transformiren kann, dass X klein wird. Die 
approximative numerische Lösung geht dann vom so erhaltenen Haupt- 
wert $ aus und corrigirt denselben. Im allgemeinen Integral ist im 
Nenner ein Integral von der vorher behandelten Form enthalten und 
giebt dadurch Gelegenheit von der approximativen Berechnung des- 
selben Anwendung zu machen. Zur Erläuterung wird schliesslich ein 

Beispiel gerechnet. 

H. 



Handbuch der algebraischen Analysis. Von Dr. Oskar Schlö- 
milch, Geh. Schulrath im K. S. Cultusministerium. Sechste Auflage. 
Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. Jena 1881. Friedrich 

Frommann. 413 S. 

• 

Das Buch behandelt, mit durchgehender Vermeidung des Diffe- 
rentialbegriffs, zuerst die Elemente der Functionstheorie, Functionen 
als Grenzwerte von andern, einiges von der Stetigkeit, die Integration 
einiger Functionen, dann die Theorie der unendlichen Keihen, die 
binomische Reihe, die Reihen für Exponentialfünctionen und Loga- 
rithmen, für Kreisfnnctionen und deren Inverse, dann die Functionen 
complexer Variabein und die Reihen für solche, dann die Eettenbrüche 
und die Verwandlung von Reihen in solche, schliesslich in einem An- 
hange die Theorie der höhern und transcendenten Gleichungen. Die 
Principien der Theorien werden ausführlich und sorgfältig erörtert 
Da das Buch in weitem Kreise bekannt ist, so bleibt nur in Betreff 
der neuen Auflage zu erwähnen, dass darin das Nötigste über die 
Grenzwerte der Functionen zweier Variabein, ein neuer Fall von 
simultaner Convergenz und Divergenz zweier Reihen und mehrere 
neue, dem Theorem von Cotes analoge Sätze hinzugekommen sind, 
dagegen die Auflösung der Goichungen 3. und 4. Grades weggelassen 

worden ist. 

H. 

Herleiding van eenige integralen met den wortelvorm 

Vi +p sin^a: cos*« 
tot elliptische en andere integralen. Door D. Bierens de Haan. 



J 
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Uitgegeven door de Koninklijke Akademie van Wetenschappen te 
Amsterdam. Amsterdam 1881. Johannes Müller. 4^ 50 S. 

Es wird erst eine grössere Anzahl von Formeln entwickelt, die, 
wenn wir obige Quadratwurzel mit ^ bezeichnen, Int^;rale der Form 

-^Sa-, unter cp(x) eine ganze Function von sin^x verstanden, in 

der Grundform 1. und 2. Gattung darstellen, die Fälle positiver und 
negativer p gesondert behandelt. Eine Differentiation nach p bildet 

/<»(x). 
--jf ox. Die Wiederholung 

fttbrt zu einer linearen Relation zwischen einer Reihe höherer Diffe- 
rentialquotienten nach p^ die dann in symbolischer Form sehr ein- 
fach ausgedrückt wird. Weiterhin kommt auch die Substitution 

l+«8in*a;cos*a;= t—, r-v^ — «- 

' ^ l-[-psm*ycos*y 

in Anwendung. Im ganzen ist wol das Ziel der Arbeit neue Ueber- 

gänge von einer Formol zur andern zu gewinnen. 

H. 



Vermischte Schriften. 

In memoriam Dominici Chelini Collectanea Mathematica 
nunc primum edita cura et studio L. Cremona et E. Beltrami. 
(Neapoli) Mediolani (Pisis) 1881. Ulrich Hoepli. 424 S. 

Nach einer Anrede an die Leser, aus der wir ersehen, dass die 
von C. W. Borchardt gelieferte Arbeit unmittelbar vor seinem Tode 
abgesandt ist, enthält die Denkschrift folgende Aufsätze. 

E. Beltrami: Ueber das Leben und die Werke von Domenico 
Chelini. 

C. Her mite: Ueber Jacobi's Functionen ö(x) und H{x). 

F. Siacci: Das Centralhyperboloid bei der Rotation der Körper. 
A. Cayley: Ueber eine Differentialgleichung. 

G. Battaglini: Ueber die kubischen temären syzygetischen 
Functionen. 

T. A. Hirst: Ueber die von 2 entsprechenden Ebenen erzeugten 
Complexo. 

E. D'Ovidio: Note über einige an die kubische Raumcurvo 
geknüpfte Hyperboloide. 
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A. Mannheim: Ebene Constructionen der Krümmungselemente 
der Wellenfläche. 

E. Padova: lieber die Integration der partiellen Differential- 
gleichungen 1. Ordnung. 

H. J. S. Smith: Ueber gewisse Kettenbrüche. 

E. Caporali: lieber die linearen dreifach unendlichen Systeme 
algebraischer ebener Curven. 

V. Cerruti: lieber eine Verallgemeinerung einiger Sätze der 
Mechanik. 

6. Bardelli: Ueber die Gleichgewichtsaxen. 

G. Darboux: lieber die Riccati'sche Gleichung. 

C. W. Borchardt: Ueber 2 Algorithmen analog dem des arith- 
metisch-geometrischen Mittels zweier Elemente. 

F. Brioschi: Ueber eine binäre Form 8. Ordnung. 

F. Brioschi: Die Resultante zweier binärer Formen 3. und 4. 
Grades. 

L. Kronecker: Ueber Potentiale nfacher Mannichfaltigkeiten. 

E. Betti: Ueber die Fortpflanzung der Wärme. 

T. Reye: Ueber quadratische Kugel complexe und confocale 
Cykliden. 

U. Dini: Einige Sätze über Functionen einer complexen Variabein. 

J. Schläfli: Einige Bemerkungen über die Lam^'schen Func- 
tionen. 

R Wolf: Ueber die Abspiegelung der Sonnenfleckenperiode in 
den zu Rom beobachteten magnetischen Variationen. 

C. F. Geiser: Ueber die dreifachen Secanten einer algebrai- 
schen Raumcurve. 

F. Casorati: Eine Fundamentalformel betreffend die Discrimi- 
nanten der Differentialgleichungen und ihrer vollständigen Primitiven. 

E. Bertini: Ueber die rationalen Raumcurven 5. Ordnung. 

G. Jung: Ueber die schiefen Momente eines Systems von Punk- 
ten und über Hesse's imaginäres Bild. 

E. Beltrami: Ueber die Theorie der Rotationsaxen. 

B. Boncompagni: Ueber ein ungedrucktes Testament von 
Nicolo Tartaglia. 

L. Cromo na: Ueber eine gewisse Fläche 4. Ordnung. 

H. 
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American Journal of Mathematics pure and applied. Editor in 
chiof: J. J. Sylvester. Associato editor in Charge: William E. 
Story. Pnblished ander the auspices of the Johns Hopkins Uni- 
versity. Volume III. Cambridge 1880. B. Westermann n. C. (New 
York), D. Van Nostrand (New York), Ferree n. C. (Philadelphia), 
Bailey (Baltimore), Trübner n. C. (London), Gauthier- Villars (Paris), 
A. Asher u. C. (Berlin). 392 S. 

Der Band enthält folgende Abhandlungen. 

W. J. Stringham: Regelmässige Figuren im n Dimensionen- 
Räume. 

C. S. Peirce: lieber die Algebra der Logik. 

H. A. Rowland: Ueber die allgemeinen Gleichungen der elektro- 
magnetischen Wirkung mit Anwendung auf eine neue Theorie der 
magnetischen Anziehung und auf die Theorie der magnetischen Rota- 
tion der Polarisationsebene des Lichts. 

J. J. Sylvester: Ueber gewisse Gleichungen temftrer kubischer 
Form. — üeber die Kettenregel der kubischen rationalen Derivation. 
— üeber die 3- und 4teilung der Wurzeln der Einheit zu einem 
Primzahl-Index. — Ueber einen Punkt in der Theorie der gemeinen 
Brüche. — Augenblicklicher Beweis eines Satzes von Lagrange über 
die Divisoren der Form -4a;*4--öy*4-Cz*. 

T. Graig: Orthomorphische Projection eines EUipsoids auf eine 
Engel. — Ueber gewisse mögliche Fälle permanenter Bewegung in 
einer zähen Flüssigkeit. 

F. Franklin: Ueber die Berechnung der erzeugenden Functio- 
nen und Tafeln von Grundformen der binären „Quantics". — Note 
über die Schnitte zweier Curven. 

Cav. Faä de Bruno: Noten über neuere Algebra. 
J. Hammond: Ueber allgemeine Differentiation. 
E. Mc Clintock: Note über einen Satz für Entwickelung von 
Functionen. 

J. London: Noten über relative Bewegung. 
J. C. Glas ha n: Wechsel der unabhängigen Variabein. 
S. Newcomb: Eine Methode die Störungsfunction der Planeten- 
bewegung zu entwickeln. 

Christine Ladd: Ueber De Morgan's Erweiterung der alge- 
braischen Processe. 

H. A. Rowland: Ueber die Bewegung einer vollkommen in- 
compressibeln Flüssigkeit ohne Anwesenheit fester Körper. 
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0. H. Mitchell: Ueber binomische Congraenzen; enthaltend 
eine Erweiterung des Fermat'schen und ^ilson'schen Satzes und ein 
Theorem, ?on dem beide Specialfälle sind. 

F. T. Freeland: Instrument zur CJonstruction von ar«. 

W. W. Johnson: Die Strophoiden. 

0. Stone: Ueber das Yerhältniss zwischen Sector und Dreieck 
in der Bahn eines Himmelskörpers. 

E. W. Hyde: Schwerpunkt einer Rotationsfläche und eines Ro- 
tationskörpers. 

S. Roberts: Ueber eine unmittelbare Verallgemeinerung von 
Orts-Theoremen, in welchen der erzeugende Punkt ein variables 
Linienstück im constanten Yerhältniss teilt. 

A. W. Whitcom: Ueber die Entwickelung von <p{x-]-h), 

W. E. Story: Ueber die Theorie der rationalen Derivation einer 

kubischen Curve. 

H. 

Atti della R. Accademia dei Lincei anno CCLXXVIII, 1880—81. 
Serie terza. Transunti. Volume V. Roma 1881. Salviucci. 

Der Band enthält an mathematischen Abhandlungen und Noten 
folgendes. 

G. Battaglini: Ueber die ternären bilinearen Formen. 

De Gasparis Annibale: Ueber eine Gleichung zwischen den 
partiellen Differentialquotienten der inversen Abstände dreier Plane- 
ten, die sich gegenseitig anziehen. 

G. Veronese: Ueber einige bemerkenswerte Configurationen 
von Punkten, Geraden und Ebenen, von Curven und Flächen 2. Gra- 
des und von andern Curven und Flächen (Referat). 

De Gasparis: Ueber eine neue Formel zur Berechnung der 
Bahnen der Doppelsteme. 

E. Villari: Ueber die thermischen Gesetze des Erregungsfunkens 
der Gondensatoren. (Auszug). 

E. Villari: Ueber die Ladung der Cohibenten, über die Theorie 
des Elektrophors und dessen Analogie mit den Gondensatoren. 

G. Poloni: Ueber den permanenten Magnetismus des Stahls 
bei verschiedenen Temperaturen. 

G. Veronese: Einige Theoreme über die n Dimensionen-Geometiie. 

De Gasparis A.: Ueber die Correction bei elliptischen Coordi- 
naten in der Berechnung der Störungen der Planeten. 

H. 
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Wolfs naturwissenschaftlich - mathematisches Yademecnm. Al- 
phabetische und systematische Zusammenstellung; der neueren und 
besseren Literatur-Erscheinungen auf dem Gebiete der Naturwissen- 
schaften und Mathematik. Mit Vorwort von Dr. Luerssen, Privat- 
Docent in Leipzig. Nebst Yerzeichniss von Antiquaria, z. Th. die 
Bibliothek des t Dr. A. B. Reichenbach in Leipzig enthaltend. 
Leipzig 1881. Kössling (Gustav Wolf). 

Das Vorliegende ist ein alphabetisches Verzeichniss der deutseben 

Litteratur jener Fächer, ans den letzten 6 Jahren so voUetändig als 

möglich war, ans den früheren Jahren zurück bis 1850 das Gangbare 

enthaltend — und zwar Namen der Verfasser mit Gegenst&nd^i, 

allgemeinen und speciellen, in eine alphabetische Reihe gestellt, bei 

letztern aber auf erstere verwiesen. Die Ladenpreise sind angegeben. 

Das Verzeichniss der Antiquaria folgt gesondert 

H. 
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Litterarischer Bericht 

ccLxvm. 



Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen. 

Lehrbuch der Buchstabenrechnung und der Gleichungen mit einer 
Sammlung von Aufgaben. Von F. Kummer, Professor a. D. am 
Gymnasium und a. o. Professor der Mathematik an der Universität 
zu Heidelberg. Erster Thcil. Die Buchstabenrechnung bis zur Lehre 
von den niederen Reihen (einschliesslich) und die Gleichungen vom 
ersten und zweiten Grade enthaltend. Fünfte Auflage. Heidelberg 
1881. Carl Winter. 4()8 S. 

Das Buch ist für den Zweck eingerichtet nicht sowol Mathema- 
tiker als vielmehr algebraische und numerische Rechner auszubilden. 
Der Verfasser hebt im Vorwort, wo von Forderungen der Logik, 
wo von Theorie und Beweis nicht das mindeste steht, als unter- 
scheidende Eigenschaft hervor, dass zu jeder Regel eine genügende 
Menge Uebungsbeispiclc (ohne Lösung, mit Resultat) hinzugegeben 
sind um jede andere Beispielsammlung entbehrlich zu machen. Die 
Aufgaben sind fast sämmtlich neu, wenigstens was die Zahlenwcrte 
betrifft ; auch sind einige über die Anwendung der allgemeinen Arith- 
metik auf Geometrie und Naturlehre unter denselben. Die zur Lö- 
sung nötigen Sätze sind kurz aufgeführt, bei den geometrischen Auf- 
gaben ist auf das Lehrbuch des Verfassers (Heidelberg. J. C. B. Mohr) 
verwiesen. Die Wortfassung der Sätze ist stets correct und verständ- 
lich, doch die Begründung fehlt fast gänzlich. Zuerst auffilllig ist 
dies bei der Multiplication der Brüche, die mit einfacher Aufstellung 
der Regel und Einübung abgetan ist. Beschränkt man den Zweck 
des Lehrbuchs auf Erzielung praktischer Fertigkeit, so zeichnet es 
sich durch Vielseitigkeit und Reichhaltigkeit aus. In der neuen Auf- 
lage sind mehrere Abschnitte ausführlicher behandelt als in den 
frühem. H. 

TeU LXYII. Heft 4. 4 
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Arithmetik und Algebra, uebst einer Ge€chichte dieser Disciplineu 
für Gymnasien und Realschulen bearbeitet von E. Bergold, Pro- 
fessor am Gymnasium in Freiburg i. B. Karlsruhe 1881. H. Reu- 
ther. 200 S. 

Gleichwie seiner „Ebenen Trigonometrie" (s. 260. 1. Her. S. 39) 
hat der Verfasser auch diesem Lehrbuche eine Geschichte der Doctrin 
vorausgeschickt. Besonders reichhaltig ist diese in Betreff des grie- 
chischen Altertums; auch für das ausserdeutsche Mittelalter fehlt es 
nicht an Angaben. Von der deutsehen Rechenkunst vor dem 16. 
Jahrhundert hat der Verfasser ein ganz anderes Bild entworfen als 
A. Kuckuck in seiner Festschrift (s. 226. 1. Ber. S. 8). Der Abacus 
war nach diesem principicll und völlig verschieden: die 5, 50, 500 
hatten ihre gesonderten Zeilen zwischen den 1, 10, 100, 1000, längs 
denen die Steine horizontal geschoben wurden. Von dem schwierigen, 
gegen alles Widerstreben vollzogenen üebergang aus dem römischen 
System zu dem längst bekannten indischen Decimalsystem weiss Ber- 
gold nichts; er setzt die Annahme des letztern in das 12. Jahrhundert, 
so dass der Wegfiill des Abacus die einzige spätere Veränderung 
bildet. Nach dieser geschichtlichen P^inleituug beginnt das Buch mit 
der Lehre vom Decimalrechnen, welche sich auf die 4 Hauptopera- 
tionen mit ganzen Zahlen und Decimal- und gemeinen Brüchen und 
auf die Proportionen erstreckt, und sich durch sorgfältige Begründung 
mit erläuternden Beispielen und ausführliche Darlegung der zu be- 
achtenden Umstände auszeichnet, Uebungsstoft* hingegen nicht bietet. 
Es folgt nun eine an das speciellc Zahleurechnen sich anschliessende 
Lehre von der Buchstabenrechnung. In der Kürze werden bald in 
Betracht gezogen die Potenz, die negativen Zahlen, die ünendlich- 
grossen und üncndlichkleiuen. Letztere bilden eine Ausnahme von 
der sonst so correcten Darlegung. Die hier davon gegebene Dar- 
stellung ist gänzlich verfehlt und falsch, fast jeder Satz falsch. Was 
hier erklärt werden soll, aber nicht erklärt wird, ist das Absolut- 
Unendliche, zwar beginnend mit der Veränderung, aber schliessend 
mit der Behauptung, eine Grösse, die grösser als jede andre sei, 
könne man zwar nicht angeben, aber denkeu. Umgekehrt: man kann 
sie angeben (^), aber nicht denken; mau kann fordern sie zu denken, 
aber niemand tut es. Und warum hat der Verfasser nicht die richtige 
Erklärung gegeben, die doch schon in manchen elementaren Lehr- 
büchern Eingang gefunden hat? Eine solche hätte müssen auf die 
Veränderung basirt werden. Was Veränderung ist, wissen Anfänger, 
indem sie zählen. Stetige Veränderung ist in der Arithmetik nicht 
einmal nötig, ganze Zahlen als unendlich gross, Brüche als unendlich 
klein sind ausreichend. Giebt es eine Schwierigkeit, so ist sie sicher 
nicht auf Seiten der Schüler zu linden. Ebenso wonig ist ein Zweck 
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za ersehen, wamm äberfaanpt hier tod Unendlichkleinen (ihre Erkli- 
rang fehlt ginzlicb) die Rede ist da überall ^(Null)'* dahinter steht. 
Wenn der Verfasser beides für dasseltn? hielt, so konnte er ja direct 
^ull sagen. Die fernem Geeenstinde sind: Zahlentheoretisches, Po- 
tenzen nod Wurzeln mit ganzen and gebrochenen ExponenteiL, ima- 
ginäre Grössen, Irrationalzahlen, Wnrzelansziehen ans Zahlen und 
Bnchstabenansdrücken, Logarithmen, Progressionen, fignrirte Zahlen, 
Zinseszins und Bent^nrechnnDi;, Pennntationen, Combinatiouen und 
Variationen, der binomische Satz for ganze und gebrochene Expo- 
nenten (die Bedingung der Convergenz wird ohne Beweis aufgestellt^ 
und zwar nngenan : statt x < 1 mnss es heissen — 1 < x < 1, und 
das Wort „nm** mnss wegfallen), femer Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Kettenbrüche, und im 3. Abschnitt : die Gleichungen 1. Grades mit 1 
und mehrera Unbekannten, die Proportionen, die Gleichungen 2,, 3. 

nud 4. Grades, die diophautischen Gleichungen. 

H. 

Grundriss der ebenen Geometrie, zum heuristischen Unterrichte 
für Gymnasien. Von A. Ziegler, Gymnasial -Professor in Freising. 
Zweite, unveränderte Auflage in neuer Rechtschreibung. Landshot 
1881. Ph. Krüll. 60 S. 

Der Verfasser verwirft schlechthin alle deutschen Schulbücher 
für Geometrie mit Ausnahme eines einzigen, das ihm für seine Be- 
stimmung nicht passt, ist dagegen von den franzosischen sehr befrie- 
digt. Um dieser Bevorzugung Ausdmck zu geben, war wol die iu- 
volvirte indirecte Behauptung, dass es in Deutschland ,,für eine 
Schande gehalten werde ein gutes Schulbuch geschrieben zu haben^ 
— eine Behauptung die er doch gewiss nicht zu verteidigen denkt — 
nicht nötig. Die Gesichtspunkte, welche seine Anfordemngen charak* 
terisiren, sind reichlich dargelegt. Dass die ausgesprochenen Gmnd- 
sätze richtig seien, hält er für zweifqjlos, erwartet hing^en die Ent- 
scheidung der Kritik, ob ihnen die Ausarbeitung entspricht Eine 
weitere Frage an die Kritik liegt uns als innere Angelegenheit eines 
andern Staats zu fern. Zweifel an der Richtigkeit seiner Gmndsätze 
musste der Verfasser im Gegenteil für wahrscheinlich halten, da wol 
im allgemeinen jeder der Autoreu, über die er sich so ungünstig 
ausspricht, aus bewusstem Gmndc von den hier beliebten französi- 
schen Mustern abgewichen ist. Anerkannt ist in der Tat das vor- 
zügliche Geschick der französischen Mathematiker im einfachen Vor- 
trag der Doctrin auf dem Boden des gereiften Verstandes ; ein Zurück- 
schauen hingegen auf dessen Entwickelung kommt nie vor; was sie 
vermissen lassen, ist, dass sie sich die Gmndbegriffe nie zur Frage 
gemacht haben. Das gleiche zeigt sich auch im vorliegenden Lehr- 

4* 






40 Litterarischer Bericht CCLXVlll. 

definircD, sondern nur ans der Erfahrung nahezu starrer Körper ab- 
strahiren. Die Hypothese der Starrheit der geometrischen Körper 
liegt der niedern Geometrie überall zugrunde. Man sagt, zwei Ge- 
bilde seien congruent, wenn sie sich zur Deckung bringen Hessen. 
Dies Kriterium würde aber illusorisch sein, wenn sie sich bei der 
Bewegung venludern könnten; ein Würfel von Brei lässt sich ancb 
mit einer Kugel zur Deckung bringen. Ferner ist der Grundbegriflf 
der Richtung ganz ohne Erklärung gelassen. Im Gegensatz zu sol- 
chen einzelnen Lücken kommt auch logisch fehlerhaftes Zuviel vor. 
Es werden erst 12 Relationen der Winkel au zwei von einer dritten 
geschnittenen Geraden aufgestellt; ein Lehrsatz sagt, dass, wenn deren 
eine erfüllt ist, es alle sind, ein zweiter Lehrsatz, dass, wenn eine 
nicht erfüllt ist, es auch die übrigen nicht sind. Beide Sätze sind 
offenbar identisch. Es war gestattet, den Satz in beiden Formen 
auszusprechen, dann hätte die zweite Form Folgerung oder Zusatz 
heissen können. Hier aber wird der Satz in zweiter Form noch ein- 
mal ausführlich bewiesen; der Verfasser scheint also die Identität 
gar nicht gesehen zu haben. Der Parallelensatz wird ohne nähere 
Bezeichnung (weder als Lehrsatz noch als Grundsatz) hingestellt, 
nebst einer Betrachtung („Erklärung" genannt), welche im Anschlnss 
an die Definition der Parallelen als Nichtschneidende — nicht als 
Gleichgerichtete — eine Vorstellung von einer Parallelbeweguug zu 
geben sucht, jedoch unerklärt lässt, wie das Nichtschneiden die Nicbt- 
drehung bedingt. Ueber diesen Punkt würde noch Auskunft zu geben 
sein. Vorstehende Ausstellungen sind an der Bearbeitung des Lehr- 
buchs gemacht worden, um das reichlich betätigte Streben zu wür- 
digen keine wichtige Frage uncTörtert zu lassen. Infolge dieses 
Strebens hat der Vortrag zum grossen Teil eine pragmatische Form 
angenommen, obgleich die Euklidische Form nicht grundsätzlich ver- 
worfen ist, vielmehr überall die Basis bildet. Zu erwähnen ist noch 
besonders die reichliche Zugabe an althistorischen Notizen. Der Um- 
fang des Ganzen überschreitet die gewöhnlichen Grenzen durch .\nf- 
nahme von isoperimetrischen Sätzen; der algebraischen Auflösung 
geometrischer Aufgaben wird auch hier Beachtung geschenkt Von 
Uebungsaufgaben sagt der Titel das Zubemerkeude , doch fehlen sie 

auch im Buche nicht ganz. 

H. 



Vorschule der Geometrie. Ein methodischer Leitfa^len beim 
Unterricht in der geometrischen Anschauungslehre für die untern 
Klassen der Gymnasien, Realschulen, Lehrerseminare, sowie zum 
Selbstunterricht, besonders für Volksschullehrer. Von J.(\V. Hoff- 
mann. 2. (Sohluss)-Liefemm?. Zweite Hälfte der Planimetrie nebst 
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Carvenlchrc. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten. Halle a.S. 
1881. Louis Nebert. Mit der 1. Lief. 241 S. 

Die 2. Lieferung lebrt die Verwandlung und das Ausmesseu 
ebener Figuren, vorwaltend unter dem Gesichtspunkt technischer An- 
wendung. Die Sätze werden mit Fragen, teils die nähern Umstände, 
teils die Begründung betreffend, begleitet, letztere hauptsächlich in 
der vorangegangenen Lieferung enthalten. H. 



Grundlehren der Geometrie. Ein Leitfaden für den Unterricht 
in der Geometrie und im geometrischen Zeichnen an Realschulen, 
mit vielen Constructions- und Rechnungsaufgaben. Von Josef Men- 
ger, k. k. Professor an der Staats-Oberrealschule in Graz. Zweite, 
vermehrt« und verbesserte Auflage. Mit 132 Originalholzschnitten. 
Wien 1881. Alfred Holder. 163 S. 

Das Buch ist für den Lehrplan der österreichischen Realschulen 
bearbeitet, entspricht dem Zwecke der geometrischen allgemeinen 
Vorbildung für Techniker auf directom, kürzesten Woge in pragma- 
tischem Vortrag und umfasst die Planimetrie, Stereometrie und die 
Lehre von den Kegelschnitten. Die Abfassung ist correct und sorg- 
tiiltig in der Berücksichtigung alles Wissens- und beachtenswerten. 

An die Behandlung jedes Themas schliesseu sich Aufgaben. 

H. 



Mathematische Unterrichts-Briefe. Für das Selbst-Studium Er- 
wachsener. Mit besonderer Berücksichtigung der angewandten Ma- 
thematik unter Mitwirkung her\'orragender Fachmänner und Gelehrten 
bearbeitet von W. Burckhardt. Brief 1. Einführung in das Stu- 
diura der Mathematik. — Historische Einleitung. — Studien-Plan. — 
Lection 1. und 2. Leipzig 1881. Gressner & Schramm. 32 S. 

Zu dem, was der Titel sagt, ist wenig hinzuzufügen. In der Tat 
ist das Vorliegende für Erwachsene berechnet und zwar für Nicht- 
mathematikcr, welche wissen wollen, was die Mathematiker treiben. 
Dass solche durch die Lectürc für das Studium eingenommen werden, 
möchte man wol bezweifeln, wenn man das Capitel über die mathe- 
matischen Grundsätze liest. Die allgemeine Charakterisirung, welche 
einen ziemlichen Teil des 1. Briefes ausmacht, ist wol durchdacht 
und enthält manches vernünftige, auch die Erklärungen können be- 
friedigen. Ob die dann folgende Behandlung der Sätze über Gerade 
und Winkel nebst ihrer technischen Anwendung belehrendes darbietet, 
müssen wir dem Urteil der Leser anheim stellen. H. 
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Die Grundlehren der ebenen und sphärischen Trigonometrie. 
Von A. Stegmann, kgl. Gymnasialprofessor in München. Kempten 
1881. Jos. Kösel. 81 S. 

Das Vorliegende entspricht dem Gebrauch als Lehrbuch an Gym- 
nasien. Es schliesst sich an des Verfassers „Grundlehren der Stereo- 
metrie" (s. litt B. 235. S. 28) au, aus welchem beim Beginn der 
sphärischen Trigonometrie die Lehre von den Dreikanten als bekannt 
vorausgesetzt wird, so dass sie als deren Fortsetzung erscheint Die 
Methode ist die gewöhnliche, weder originell noch elegant, die Syste- 
matik zwar leidlich zu durchschauen, doch die Zerspaltung des Inhalts 
grösser als es wol nötig wäre. Bei dem vorausgesetzten Standpunkt 
war wol kein ersichtlicher Grund das rechtwinklige Dreieck beidemal 
vor dem schiefwinkligen zu behandeln, wie es vielleicht in einem 
Vortrag für Handwerker gut sein mag, noch dazu mit dem Anschein, 
als ob die Sätze für das letztere keine Geltung für das erstere hätten. 
Für die Trigonometrie, welche in der Theorie nur die Bedeutung 
eines erfundenen Hülfsraittels hat, ist es wichtig, den Umfang des zu 
erlernenden nicht grösser erscheinen zu lassen, als er der Idee nach 
ist An Vollständigkeit ist nichts zu vermissen, in Betreff der CJor- 
rectheit, auf welche gleichfalls Sorgfalt verwandt ist, nur zu erwähnen, 
dass sich eine Formel cotgO = qo keinenfalls rechtfertigen lässt. 
Als Symbol müsste sie lauten = :r x und bedürfte einer Erklärung, 
die sich leicht geben liess. Wollte der Verfasser darauf nicht ein- 
gehen, so brauchte er nur zu schreiben: „cotgO existirt nicht, der 
Fall ist durch Umformung zu vermeiden". Zum Schluss folgt eine 
Zusammenstellung von Formeln, die nicht bloss die einfache Grund- 
lage, sondern auch manches daraus abgeleitete umfasst, dann eine 

reichhaltige Sammlung von Aufgaben zur Uebung. 

H. 



Goniometrie und ebene Trigonometrie. Dargestellt von Dr. 
E. Suchsland, ordentlichem Lehrer am Gymnasium zu Stolp. 
Stolp i. P. 1881. C. Schrader. 32 S. 

Die Methode ist folgende. Erst wird aus der Bemerkung der 
Abhängigkeit zwischen Dreieckswinkeln und Seitenverhältnissen die 
Idee der Trigonometrie entwickelt und realisirt, wobei namentlich 
die Periodicität ausführlich erörtert ist, dann die resultirenden For- 
meln mit allen für die Elemente wichtigen daraus abgeleiteten ^ ein- 
fach zusammengestellt und nachträglich der Wog der Begründung 
der einzelnen in der Kürze augegeben, und zwar nacheinander das auf 
Goniometiie und auf Trigonometrie bezügliche so behandelt. Aus 
der Sinus-Proportion wird der Projectionssatz, aus diesem durch 
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Qnadrirung der Cosious-Seitcn-Satz (erweiterte Pythagoräer) alge- 
braisch hergeleitet. 

H. 



Anfangsgründe der Mechanik fester Körper mit vielen Uebungs- 
aufgaben zum Schulgebrauche an Gymnasien und verwandten Lehr- 
anstalten. Von Dr. Joh. Chr. Walborer, Professor am königlichen 
Gymnasium in Amberg. Vierte, durchgesehene Auflage. Mttnchen 
1881. Theodor Ackermann. 166 S. 

Die 2. Auflage ist im 228. litt. Bericht S. 34. besprochen. Be- 
merkenswerte Aenderungen sind nicht zu verzeichnen. Eine correcto 
Fassung hat das Buch nicht gewonnen. Der falsche Satz, dass 1 Kraft 
ohne Mitwirkung anderer keine andre als geradlinige Bewegung be- 
wirken könne, ist nicht berichtigt, obgleich das Vorausgehende und 
Folgende nicht damit stimmen. Der BegriiF der Ruhe ist noch ganz 
im dunkeln; was heisst Ruhe in einer bewegten Welt? Der Aeusse- 
rung des Verfassers, er habe Sorge getragen Recensionen . . . soviel 
als möglich zu berücksichtigen und „den differirenden Meinungen 
entgegenzukommen" — ist zu erwidern : Um Meinungen kann es sich 
in einer exacten Doctrin, wie die Mechanik, nicht handeln, differirende 

Ansichten verlangen Entscheidung, nicht Concessionen. 

H. 



Vermischte Schriften. 

Mathesis recueil math^matique ä Tusage des ^coles speciales et 
des Etablissements d'iustruction moyenne publik par P. Mansion, 
Ancien 61Eve de l'ficole normale des sciences, Professeur ordinaire 
\ rüniversit6 de Gand, Docteur special en sciences mathömatiques, 
etc. et J. Neuberg, Ancien El^ve de TÄcole normale des sciences, 
Professeur ä l'Athönee royal et a TÄcole des mines de Liöge, avec 
la collaboration de plusieurs professeurs beiges et etrangers. Tome 
Premier. Gand 1881. Ad. Hoste. 

Dies neu gegründete Journal ist die Fortsetzung der, 1874 von 
Catalan und Mansion gegründeten Nouvelle Correspondance Mathe- 
matique, welche von 1876 bis 1880 Catalan allein fortgeführt hat. 
Das Programm ist dasselbe geblieben. Es erscheint monatlich ein 
Bogen in gleichem Format wie früher. Der Inhalt des 1. Bandes an 
Abhandlungen ist folgender. 
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P. Mansion: Elementarer Beweis des Taylorschen Satzes für 
Functionen einer imaginären Variabein. — Verallgemeinerung einer 
Eigenschaft der Fusspuuktcurven. — Ueber ein neues Priucip der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Ueber die näberungsweise Inhalts- 
berechnung ebener Flächenstücke. - Eine neue Formel aus der 
Differentialrechnung; nach Teixeira. — Discussion der Gleichung 
3. Grades; nach Liebrecht. — üeber ein bestimmtes Integral. — 
Theorie der periodischen Brüche. — Ueber die harmonische Reihe 
und die Stirling'scho Formel. — Definition des Wortes Grenze. 

J. Neuberg: Ueber eine Anwendung der Algebra der Rich- 
tung. — Ueber den Punkt in der Ebene eines Dreiecks, dessen Ab- 
stände von den Seiten sich wie deren Längen verhalten (centre des 
medianes antiparall^los). — Ueber das gleichseitige, einem Dreieck 
eingeschriebene Sechseck; nach Jcfabek. 

Ch. Hermite: Ueber eine Reihe. 

Verstraeten: Curve der Berührung eines einem Helikoid um- 
schriebenen Cylinders. 

Mister: Dieselbe. 

E. Cesaro: Ueber die harmonische Reihe. 
P. Ruex und J. Neuborg: Ueber einen geometrischen Ort. 
E. Lucas: Noten über analytische Geometrie. 
S. Günther: Note über die Strophoide. 

Barbarin: Potenz eines Punktos in Bezug auf einen centrischeu 
Kegelschnitt. 

Ph. Gilbert: Studien über infinitesimale Geometrie. 

E. Cesaro: Elementarer Beweis und Verallgemeinerung einiger 
Satze von Berger. — Ueber die harmonische Reihe. 

D'Ocagne: Teilung der Vielecke. 

K. Catalan: Ueber die Suramation gewisser Reihen. 

S. Realis: Ueber eine Summe von Kuben. 

Der L Band enthält zahlreiche neue Aufgaben und Lösungen 

solcher. 

H. 



Erklärungen. 

Bezüglich auf zwei Berichte sind mir Erklärungen zugogangen, 
die ich im folgenden mitteilen und wo nötig mit meiner Erklärung 
verbinden werde. 
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I. Biographische Skizzen aus der Geschichte der Naturwiss. u. 
der Math., von A. Krüger (s. p. 24). Hierzu erklärt der Herr Ver- 
fasser, dass das Buch ausschliesslich zum Gehrauche in Schulen be- 
stimmt ist und diejenigen historischen Notizen enthalten sollte, welche 
den Unterricht zu begleiten pflegen. Diese Angabe, welche weder 
auf dem Titel noch in einem Vorwort steht, macht das Motiv der 
Auswahl deutlich, und lässt den Grund erkennen, warum die bedeu- 
tendsten Entdeckungen in der Mathematik nicht erwähnt sind. Meine 
Bemerkung hierüber ist dadurch erledigt. 

II. Gemeiufasslicho, leicht controlirbarc Lösung der Aufgabe: 
In ein ringförmig geschlossenes Band einen Knoten zu machen etc. 
von Dr. 0. Simony (s, p. 25). Am Schlüsse des Berichts habe ich 
die Vermutung ; ausgesprochen, dass der Verfasser von der Existenz 
des Mehr-Dimensioiien-Raumes überzeugt sei. Seiner Erklärung zu- 
folge ist diese, wie die sich daran schliessende Vermutung irrig; in 
einem Vortrag hat er sich darüber ausgesprochen. Die Vermutung 
war aus seinen Aeusscrungen auf S. 39 geschöpft, wo er die Hypo- 
these eines solchen Raumes rechtfertigt. Auf S. 40 wird die Ent- 
scheidung durch Erledigung von Vorfragen bedingt, auf die er nicht 
eingeht; die obige Annahme war daher mit keinem Worte ausge- 
schlossen. Ferner giebt seine Erklärung Auskunft darüber, wo die 
Lösung des Titel-Problems zu finden ist. Den Worten entsprechend 
wird dieselbe vollzogen durch Längsschlitzung eines um 6R tordirten 
Bandes. In der Tat ist auf dem Titel die selbstverständlich schei- 
nende Bedingung, dass das Band unverletzt bleibe, nicht ausgesprochen, 
auch heisst es nicht „knüpfen", sondern „machen". Die Lösung ist 
daher wörtlich geleistet, wenn der Knoten auch schon vorhanden war 
und nur herausgeschnitten wird. Dass dies hier der Fall ist, sieht 
man leicht, wenn man einen Faden 2 mal um einen Cylinder schhngt 
und die neben einander gehenden 2 Fäden als die 2 Teile des Ban- 
des betrachtet. Soll das Band vor der Schliessung 3 mal gewendet 
sein, so muss der Faden 1 mal durchgesteckt werden, wodurch ein 
Knoten entsteht. So interessant der Erfolg dieser Procedur auch ist, 
so lag mir doch der Gedanke zu fern, dass der Verfasser sie für die 
Lösung des Hauptproblems ausgeben wollte. Die Besprechung der 
Vier-Dimensionen- Geometrie hingegen schien mir zu dem auf dem 
Titel genannten Thema nur dann zu gehören, wenn die darin vor- 
kommende Lösung eine wirkliche sein sollte. 

R. Hoppe. 



Mathematische 
und physikalische Bibliographie. 

cLvm. 



Geschichte der Mathematik und Physili* 

Fischer, E. G., Kepler u. d. uusichtbare Welt. Eine Hiero- 
glyphe. Mit Einleitg. u. Ergänzgn. v. F. Zöllner. Leipzig, Staack- 
mann. 3 Mk. 

Holden, E. S., Wilhelm Herschel. Berlin, Besser. 4 Mk. 

Jahrbuch üb. d. Fortschr. d. Mathematik. Hrsg. v. C. Ohrt- 
mann etc. 11. Bd. J. 1879. 2. Hft. Berlin, G. Reimer. 4 Mk. 
80 Pf. 

Neu mann, G., üb. d. aach Kreis-, Kugel- u. Cyliuder-Funct 
fortschr. Entwickelungen etc. Leipzig, Teubner. 7 Mk. 20 Pf. 

Methode und Principien. 

Donadt, A., das mathemat. Raumproblem u. die geom. Axiome. 
Leipzig, Barth. 1 Mk. 60 Pf. 

Simony, 0., gemeinfasslichc, leicht controlirbare Lösg. d. Auf- 
gabe: „In e. ringförmig geschlossen. Band o. Knoten zu macheu" 
u. verwandter merkw. Probleme. 3. Afl. Wien, Gerold & Co. 2 Mk. 

Zimmermann, R., Henry More u. d. 4. Dimension d. Raumes. 
Wien, Gerold's S. 80 Pf. 

Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen. 

Adam, V., Taschenbuch d. Logarithmen. 8. Afl. Wien, Ber- 
mann & A. Geb. 1 Mk. 20 Pf. 

August, E. F., voUständ. logarithm. u. trigonom. Tafeln. 
13. Afl. Leipzig, Veit & Co. Geb. 1 Mk. 60 Pf. 

Burckhardt, W., math. Unterrichtsbriefe. 2. — 17. Lief. 
Leipzig, Gressper & Seh. ä 1 Mk. 

Greve, Lehrbuch d. Mathemqjiik. 2. Kurs. I. Tbl. Berlin, 
Stubenrauch. 1 Mk. 
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